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Re´sume´
A la lumie`re des re´sultats surprenants de C.C.Barros, nous explorons dans cette the`se les pos-
sibilite´s d’interpre´tation ge´ome´trique de toutes les interactions fondamentales dans l’espoir de
les unifier. Plus pre´cise´ment nous essayons de fournir une description ge´ome´trique unifie´e de la
gravitation et de l’e´lectromagne´tisme.
L’analyse de l’approche standard de Huei de la Gravite´ Line´aire, dans laquelle les e´quations
d’Einstein prennent la forme d’e´quations de type Maxwell, a re´ve´le´ l’existence de quelques im-
perfections. En effet, l’e´tude est restreinte au re´gime stationnaire, la relation entre le potentiel
scalaire et le champ type e´lectrique n’est valable que dans le cas particulier de la jauge har-
monique et un facteur 4 inde´sirable apparait dans la partie magne´tique de la force de Type Lo-
rentz. L’adoption d’un choix subtile de conditions de jauge nous a permis d’e´liminer ces insuf-
fisances et de revisiter la Gravite´ Line´aire de telle sorte a` aboutir a` une analogie parfaite avec
l’e´lectromagne´tisme. Dans le cas line´aire, nous avons pu montrer que les Equations de Maxwell
pouvaient eˆtre de´rive´es a` partir d’une version e´lectromagne´tique d’Equations d’Einstein et que
les termes d’ordres supe´rieurs sont comple`tement ne´glige´s dans le domaine actuel de l’applica-
tion de l’e´lectromagne´tisme.
Abstract
In the light of intriguing results of C.C.Barros, we investigate in this thesis the possibilities of
geometrical interpretation of all the fundamental interactions in order to unify them. More exactly
we try to supply a unified geometrical description for gravitation and electromagnetism.
The analysis of Huei’s standard approach of Linear Gravity, in which the Einstein equations can
be written in the same form of the Maxwell ones, revealed the existence of some imperfections.
In fact, the relation between the scalar potential and the electric-type field is not valid except
in the harmonic gauge, the Lorentz-type force is obtained with a time independence restriction
and an undesired factor 4 appears in the magnetic-type part. A subtle gauge conditions allows
us to eliminate these imperfections and to revisit the Linear Gravity in a way to get a strong
similarity with electromagnetism. In the linear case, we showed that Maxwell’s equations could
be derived from an electromagnetic version of the Einstein ones, and that the higher order terms
are negligible in the current domain of application of electromagnetism.
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Chapitre 1
Introduction
Tous les phe´nome`nes naturels, dans leur grande diversite´, sont de´crits a` l’aide de quatre interac-
tions fondamentales. L’interaction Gravitationnelle, responsable de l’attraction universelle entre
corps massifs et l’interaction e´lectromagne´tique, responsable de la stabilite´ des atomes, se mani-
festent a` notre e´chelle macroscopique a` cause de leurs porte´es infinies ; alors que les deux autres
interactions ne se manifestent qu’a` l’e´chelle nucle´aire : l’interaction faible, responsable de la
de´sintegration de certaines particules et l’interaction nucle´aire forte, responsable de la stabilite´
des noyaux atomiques.
Un des objectifs les plus ambitieux de la physique moderne consiste a` vouloir unifier toutes ces
interactions, i.e. arriver a` les voir comme des manifestations, a` des e´chelles d’e´nergie diffe´rentes,
d’une seule interaction plus fondamentale.
A l’heure actuelle, nous disposons de deux grandes the´ories ”comple´mentaires” pour rendre
compte des quatre interactions fondamentales : La the´orie de la Relativite´ Ge´ne´rale (RG) qui
de´crit la gravite´ dans un cadre ge´ome´trique en reliant le champ gravitationnel a` la courbure
de l’espace-temps et la Me´canique Quantique (MQ) qui est le cadre conceptuel fondamental
de toutes les the´ories visant a` de´crire les interactions non gravitationnelles (e´lectromagne´tique,
nucle´aire forte et faible).
Au niveau fondamental, la description actuelle des interactions non gravitationnelles se fait dans
le cadre de la The´orie des Champs ; formalisme qui de´coule d’une description, a` la fois, quan-
tique, relativiste et causale. Une description similaire, de toutes ces interactions, est rendue pos-
sible en ayant recours a` un principe de jauge, au moyen duquel on exprime la volonte´ d’avoir une
the´orie invariante par rapport a` certaines transformations de champs, effectue´es inde´pendamment
en diffe´rents points de l’espace. Bien que ces interactions non gravitationnelles soient ainsi
mathe´matiquement jumele´es, ne´anmoins la gravite´ reste celle qui pose le plus de proble`mes
et demeure, jusqu’a` pre´sent, l’interaction qui se refuse a` toute tentative d’unification avec les
autres. L’obstacle majeur qui bloque le grand projet d’unification est la re´conciliation de la RG
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et de la MQ, autrement dit, le proble`me de re´concilier nos deux visions ”de´couple´es” pour
de´crire l’univers aux e´chelles macroscopique et microscopique. Nous pensons que l’obstacle
majeur a` la re´conciliation de ces deux the´ories fondamentales est duˆ au fait qu’elles s’appuient
sur des conceptions philosophiques tre`s diffe´rentes. En effet, alors que la RG est une the´orie
de´terministe, la MQ, dans le cadre de l’interpre´tation standard de l’e´cole de Copenhague, est une
the´orie probabiliste.
Les tentatives de re´conciliation entre ces deux the´ories peuvent eˆtre classe´es en deux grandes
familles
– Approches visant a` e´tablir une the´orie probabiliste de la gravitation, autrement dit, ap-
proches ou` il est question de formuler une version probabiliste de RG. Toutes les tentatives
de quantification de la gravite´ n’ont pas encore e´te´ couronne´es de succe`s du fait de l’ap-
parition de proble`mes, jusque la`, insurmontables, notamment l’impossibilite´ de re´duire
les infinite´s qui apparaissent dans les calculs (the´ories non renormalisables). Parmi elles,
citons par exemple : la Quantification Perturbative, la Gravite´ Quantique a` Boucles, la
Ge´ome´trie Non Commutative, La The´orie des Cordes.
– Approches visant a` formuler une version de´terministe de la MQ. Alors que les pre´visions
expe´rimentales de la MQ standard, pleinement ve´rifie´es, sont admises par toutes la com-
munaute´ scientifique, ne´anmoins, les partisans du de´terminisme contestent ses fondement
philosophiques, notamment le fait de ne de´finir l’e´tat quantique qu’a` partir d’informations
accessibles a` l’expe´rience et le fait de nier l’existence de la valeur d’une grandeur physique
avant sa mesure. Contrairement a` ce qui se fait en MQ probabiliste, ou` il n’est plus question
de de´crire les processus physiques mais seulement de les pre´voir, les de´terministes tentent
plutoˆt a` re´tablir l’existence d’une re´alite´ objective inde´pendante de nos connaissances, et
ce a` travers une reformulation des postulats de base. Parmi les tentatives les plus significa-
tives dans ce sens, nous pouvons citer : l’approche de De Broglie [1]-[14], l’approche de
Bohm [15]-[22], l’approche de Floyd [23]-[28], l’approche de Farragi et Matone [29]-[34],
l’approche de Bouda et al. [35]-[44], · · ·
La Ge´ome´trisation des interactions fondamentales a suscite´ l’inte´reˆt de plusieurs physiciens
comme Einstein [45, 46], Weyl [47]-[51], Schro¨dinger [53], Eddington [52], Kaluza et Klein
[54, 55, 56] et bien d’autres [57]-[71]. Re´cemment, C.C.Barros [72, 73, 74] est arrive´ a` de´crire
l’atome d’hydroge`ne de fac¸on tout a` fait ine´dite et ce en partant de l’hypothe`se que les interac-
tions non gravitationnelles peuvent affecter la structure de l’espace-temps. Dans le contexte de la
solution de Schwarzschild, de fac¸on similaire a` ce qui se fait en RG avec la gravite´, en incorporant
l’interaction ”proton-e´lectron” dans la me´trique de l’Espace-temps, il arrive a` de´river le spectre
de l’atome d’hydroge`ne, pre´vu par la the´orie de Dirac, et ce dans le cadre de l’approximation du
champ faible.
A la lumie`re de ce re´sultat ”spectaculaire”, nous explorons dans cette The`se les possibilite´s d’une
interpre´tation ge´ome´trique de toutes les interactions fondamentales, en vue d’offrir un cadre
et une description unifie´e de celles-ci. Plus pre´cise´ment, nous voulons donner une porte´ plus
conside´rable aux re´sultats de C.C.Barros en les resituant dans le contexte plus ge´ne´ral d’une
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e´ventuelle unification des interactions fondamentales.
La forte analogie entre l’e´lectromagne´tisme et la gravite´ fait de l’interaction e´lectromagne´tique
le meilleur candidat potentiel, parmi toutes les interactions non gravitationnelles de´ja` jumele´es,
pour eˆtre de´crite en termes ge´ome´triques. Nous avons opte´, par conse´quent, pour une strate´gie
qui consiste a` se focaliser, dans un premier temps, sur la gravite´ et l’e´lectromagne´tisme, tout en
espe´rant que cette e´ventuelle description unifie´e soit e´tendue, plus tard, aux interactions faible et
nucle´aire forte.
L’essentiel de nos investigations a e´te´ re´alise´ en deux pe´riodes distinctes. La premie`re e´tape,
de´die´e a` une critique de l’approche de Barros, a re´ve´le´ deux points inte´ressants [75]
1. Depuis l’apparition de la RG, il est e´tabli que contrairement aux autres interactions la
gravite´ se manifeste a` travers la structure de l’Espace-temps. Cette description est rendue
possible graˆce au principe d’Equivalence, pre´sente´ par Einstein comme un puissant ar-
gument en faveur de l’adoption du postulat de la RG, i.e. covariance des lois physiques
sous l’action de transformation arbitraires de coordonne´es. L’argument crucial qui justifie
l’adoption de ce principe est l’e´galite´ des masses pesante et inertielle d’un meˆme corps ;
e´galite´ qui se traduit par une proprie´te´ caracte´risant exclusivement le champ gravitation-
nel : Tous les corps se de´plac¸ant uniquement sous l’influence d’un champ de gravitation
sont soumis a` la meˆme acce´le´ration, inde´pendamment de leurs masses, de leurs substances
et de leurs e´tats physiques. Contrairement a` la gravite´, il n’y a pas d’argument similaire en
faveur d’une interpre´tation ge´ome´trique des interactions non gravitationnelles.
2. Une adoption d’une me´trique de Schwarzschild n’est pas e´galement justifie´e. En effet,
une telle solution de´coule d’une utilisation des Equations d’Einstein, e´crites exclusive-
ment pour le champ de gravitation. Il faut savoir que les Equations d’Einstein sont les
e´quations fondamentales permettant de de´crire le champ de gravitation ; elles ont la meˆme
importance que les Equations de Maxwell pour le champ e´lectromagne´tique.
Ces deux remarques vont eˆtre a` l’origine de la seconde e´tape d’investigations, repre´sente´e par
le travail de The`se, proprement dit. En effet, le premier point nous a incite´ a` nous poser des
questions sur les fondements de la RG, pre´cise´ment sur le roˆle du principe d’Equivalence en RG :
Est-il indispensable pour formuler la The´orie de la RG ? Est-ce que l’exigence de covariance
des lois physiques, a` elle seule, est suffisante pour servir de base a` la RG ? Faut-il penser a`
reformuler le Postulat d’Equivalence pour l’e´tendre aux interactions non gravitationnelles ? Le
second point nous a pousse´ a` e´mettre l’hypothe`se de l’existence d’une nouvelle version des
Equations d’Einstein et des ge´ode´siques pour l’interaction coulombienne.
Dans le but de traiter le champ e´lectromagne´tique au meˆme pied d’e´galite´ que le champ de gravi-
tation, nous nous sommes penche´s sur le domaine de la Gravite´ Line´aire, ou` des phe´nome`nes tre`s
inte´ressants ont lieu. En effet, en plus du champ de gravitation radial cre´e par une masse (champ
gravitoe´le´ctrique), il y a apparition d’un champ orthoradial qui jouerait le roˆle d’un analogue au
champ magne´tique pour la gravitation (champ gravitomagne´tique). Cette analogie nous a permis
10
chapitre 1 Introduction
de de´velopper un nouveau point de vue pour de´crire le champ e´lectromagne´tique de manie`re
ge´ome´trique. Le point de de´part e´tait l’analyse de l’approche de Huei [76], ou` il est montre´ que
les Equations d’Einstein line´arise´es peuvent se mettre sous la forme d’Equations de type Max-
well pour la gravite´. Dans cette formulation, et aussi dans l’approche de Wald [77], nous avons
souligne´ quelques imperfections
1. La relation entre les potentiels et le champ gravitoe´le´ctrique, telle qu’elle est de´finie en
Electromagne´tisme, n’est obtenue que dans le cas particulier de la jauge harmonique.
2. Dans les e´quations de ge´ode´sique, au niveau de la partie magne´tique de la force de type
Lorentz, il y a apparition d’un facteur 4 inde´sirable compare´ a` la force de Lorentz usuelle
de l’Electromagne´tisme.
3. La force de type Lorentz n’est obtenue que dans le cas ou` les champs sont stationnaires.
Soulignons qu’en rede´finissant les champs, Carroll [78] est parvenu a` e´liminer le facteur 4
inde´sirable, mais sans satisfaire pour autant les Equations de Type Maxwell.
A travers l’adoption d’un choix subtile des conditions de jauge, nous sommes parvenus a` e´liminer
les inperfections pre´ce´dentes, ce qui nous a permis de revisiter la Gravite´ Line´aire de telle sorte
a` aboutir a` une tre`s grande similarite´ avec l’Electromagne´tisme. Les re´sultats de Barros et la
gravite´ line´aire revisite´e nous ont incite´ a` croire a` l’extension du principe d’Equivalence aux in-
teractions non gravitationnelles. Dans le cas line´aire, nous avons pu montre´ que les Equations de
Maxwell de l’e´lectromagne´tisme pouvaient eˆtre de´rive´es a` partir d’une nouvelle version d’Equa-
tions d’Einstein [79]. Autrement dit, le champ e´lectromagne´tique est de´crit par des e´quations non
line´aires de type Einstein qui se re´duisent, a` l’ordre 1 de perturbation, aux e´quations de Maxwell.
De plus, en poussant les calculs jusqu’a` l’ordre 2 de perturbation, nous sommes parvenus a` appor-
ter des corrections aux e´quations de Maxwell. Finalement, nous avons pu montre´ que les termes
d’ordre supe´rieur sont ne´gligeables dans le domaine usuel de l’Electromagne´tisme, de plus, une
analyse qualitative de ces termes supe´rieurs nous a permis de souligner une diffe´rence fondamen-
tale entre la gravite´ et l’e´lectromagne´tisme. En effet, alors que l’interaction gravitationnelle est
essentiellement a` caracte`re non line´aire pour laquelle la pre´sence de la source M est suffisante
pour affecter la structure de l’espace-temps, l’interaction e´lectromagne´tique est essentiellement
line´aire pour laquelle la pre´sence de la source Q n’affecte la me´trique de l’espace-temps qu’apre`s
avoir interagit avec une charge test q.
Le manuscrit est organise´e comme suit
– Le Chapitre 2 est de´die´, a` la fois, au rappel de quelques notions fondamentales de RG et a`
l’expose´ de l’essentiel de l’approche de Barros.
– Le Chapiter 3 sera consacre´ a` la Gravite´ Line´aire. Il sera question, d’abord, de rappeler la
version ”standard” dans laquelle les e´quations du champ de gravitation sont de Type Max-
well, dans le but de proposer, ensuite, une nouvelle version dans laquelle les imperfections
de l’approche standard vont eˆtre surmonte´es graˆce a` un choix judicieux des conditions
jauge, ce qui va nous permettre de revisiter la Gravite´ line´aire de telle sorte a` aboutir a` une
plus grande analogie entre la gravite´ et l’e´lectromagne´tisme.
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– Au Chapitre 4, il sera question de de´velopper une nouvelle fac¸on de de´crire l’Electro-
magne´tisme. En effet, nous allons montrer que le champ e´lectromagne´tique est de´crit par
des Equations de type Einstein qui se re´duisent, dans le cas line´aire, aux e´quations de
Maxwell d’Electromagne´tisme.
– Le Chapitre 5 est re´serve´, a` la fois, a` la discussion et critique des re´sultats obtenus.
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Chapitre 2
Relativite´ Ge´ne´rale et Extension aux
Syste`mes Subatomiques
2.1 Introduction
La Me´canique Classique (MC) de Newton est applicable dans des re´fe´rentiels d’inertie, dans
lesquelles tout corps libre a tendance a` conserver son e´tat de mouvement en se de´plac¸ant a` vitesse
constante. Toute variation de cette vitesse est due a` l’action d’une force exte´rieure −→f = mi−→a .
De plus, si un corps 1 agit sur un autre corps 2 avec une force
−→
f12, alors ce dernier agit aussi sur
le premier avec une force oppose´e
−→
f21 = −−→f12. Outre les trois lois pre´ce´dentes de Newton, la
MC s’appuie aussi sur une loi de gravitation.
Le re´fe´rentiel fondamental de Newton est l’espace absolu muni d’un syste`me de coordonne´es
carte´sien. En plus des proprie´te´s ge´ome´triques euclidiennes de cet espace, le temps s’e´coule de
la meˆme manie`re pour tous ses points.
Alors que le principe fondamental de la dynamique est covariant sous une transformation de
Galile´e 1 −→r ′ = −→r −−→u t, les e´quations de Maxwell de l’e´lectromagne´tisme sont plutoˆt covariantes
sous la transformation de Lorentz.
En postulant l’invariance de la vitesse de la lumie`re c dans tous les re´fe´rentiels inertiels
et la covariance de toutes les lois de la nature au passage d’un re´fe´rentiel d’inertie a` un autre,
Einstein (1905) arrive a` jeter les bases la the´orie de la Relativite´ Restreinte (RR) dans laquelle les
interactions n’agissent plus a` distance et l’espace et le temps perdent leur caracte`re absolu pour
former une entite´ plus fondamentale appele´e espace-temps a` quatre dimensions de Minkowski.
Les e´le´ments de l’espace-temps sont les quadrivecteurs (x0 = c t, x1 = x, x2 = y, x3 = z)
alors que sa me´trique est ηµν = (+1,−1,−1,−1) telle que le carre´ de l’intervalle se´parant deux
1. On admet implicitement que t′ = t
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e´ve´nements infiniment voisins
ds2 =
3∑
µ=0
3∑
ν=0
ηµνdx
µdxµ = (dx0)2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2, (2.1)
soit un invariant relativiste. Il faut savoir que la RR se re´duit a` la MC dans le cas particulier ou`
les vitesses mises en jeux sont ne´gligeables devant la vitesse de la lumie`re v ≪ c.
La transmission instantane´e de la force gravitationnelle de Newton est en de´saccord avec
le principe fondamental de la RR selon lequel, la vitesse de la lumie`re est la vitesse limite de
propagation d’une information. Au lieu d’essayer de rendre conforme la gravitation de Newton a`
la RR, par l’introduction d’un champ qui jouerait un roˆle analogue au champ magne´tique pour la
gravitation, Einstein a compris qu’il fallait plutoˆt ge´ne´raliser la relativite´ a` tous les re´fe´rentiels,
quels que soient leurs e´tats de mouvements. Ainsi la RR serait un cas particulier de cette nouvelle
the´orie, applicable dans le cas ou` le champ gravitationnel est tre`s faible, voir inexistant.
En se basant sur le postulat selon lequel ”Toutes les lois de la nature prennent la meˆme
forme dans tous les re´fe´rentiels, quels que soient leurs e´tats de mouvement” Einstein parvient
a` de´crire la gravite´ dans un cadre ge´ome´trique, en reliant le champ gravitationnel a` la courbure
de l’espace-temps. Cette relation est pre´sente´e par Einstein comme une conse´quence du Principe
d’Equivalence en interpre´tant convenablement l’e´galite´ des masses gravitationnelle et inertielle.
Pour garantir une covariance des lois de la nature vis-a`-vis de transformations arbitraires
de coordonne´es, elles sont exprime´es sous forme tensorielle. Les e´quations d’Einstein sont la
ge´ne´ralisation relativiste de la loi de Newton de la gravitation ; elle permettent de de´crire com-
ment le champ gravitationnel est ge´ne´re´ par une source mate´rielle. De plus, l’e´quation qui de´crit
comment la matie`re ”re´pond” a` ce champ, qui se manifeste a` travers la courbure de l’espace-
temps, est l’e´quation des ge´ode´siques.
Dans ce chapitre il sera question de rappeler, dans un premier temps, quelques notions de
la The´orie de la Relativite´ Ge´ne´rale indispensables a` la compre´hension du contenu de cette
the`se. Pour un expose´ plus de´taille´, nous recommandons la consultation des ouvrages spe´cialise´s
[86],[87], [88]-[101] qui ont servi a` l’e´laboration de ces rappels. Dans un deuxie`me temps, l’es-
sentiel de l’approche de Barros [72]-[74] sera pre´sente´. Une analyse critique de cette approche va
re´ve´ler que le re´sultat le plus significatif, i.e. description de l’atome d’hydroge`ne en incorporant
l’interaction e´lectron-proton dans la me´trique de l’espace-temps, est du en fait a` une utilisation
implicite d’un nouveau Principe d’Equivalence, e´tendu a` l’interaction coulombienne. On ter-
mine par une pre´sentation de quelques arguments en faveur d’une interpre´tation ge´ome´trique de
l’interaction e´lectromagne´tique.
2.2 Rappels d’Analyse Tensorielle
Les lois de la nature doivent re´pondre a` deux exigences [87] :
1. Une fois formule´es dans un syste`me de coordonne´es particulier, elles doivent avoir la
meˆme forme quand on passe a` un syste`me de coordonne´e quelconque. Autrement dit,
les lois de la nature doivent eˆtre covariantes sous n’importe quelle changement de coor-
donne´es.
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2. En l’absence de gravitation, le tenseur me´trique gµν tend a` eˆtre e´gal au tenseur de Min-
kowski ηµν et on retombe sur les lois de´ja` e´tablies dans le cadre de la the´orie de la relativite´
restreinte.
Le formalisme tensoriel est un outil indispensable pour garantir l’adoption du Postulat de
la Relativite´ Ge´ne´rale. En effet, la formulation tensorielle des lois de la nature leurs confe`rent
une covariance manifeste vis-a`-vis des transformations arbitraires de coordonne´es ; autrement
dit, une fois e´crite sous forme tensorielle, une lois physique posse`de ne´cessairement une forme
inde´pendante du syste`me de coordonne´es.
Le contenu de cette section est de´die´ au rappel de quelques notions d’analyse tensorielle ;
d’abord dans un espace euclidien et ensuite dans un espace riemannien.
2.2.1 Composantes contravariantes et covariantes
Soit une base quelconque {−→ei }i=1,··· ,n d’un espace vectoriel euclidien E de dimension n. On
appelle composantes contravariantes d’un vecteur −→A ∈ E, les quantite´s {Ai}i=1,··· ,n, telles que
−→
A =
n∑
i=1
Ai−→ei . (2.2)
On appelle composantes covariantes d’un vecteur −→A ∈ E, les quantite´s {Ai}i=1,··· ,n, tel que{
Ai =
−→
A.−→ei ,
i = 1, · · · , n. (2.3)
Pour de´terminer, comment ces grandeurs se transforment sous l’action d’une transformation
de coordonne´es quelconque : {xi} −→ {x′i}, il faut d’abord de´finir les coordonne´es curvilignes.
2.2.2 Coordonne´es curvilignes
Conside´rons un point M d’un espace vectoriel euclidien E et un syste`me de coordonne´es
{xi}, ou` i = 1, · · · , n. On associe au point M un repe`re naturel qui admet M pour origine et
{−→ei }i=1,··· ,n pour base  −→ei = ∂
−−→
OM
∂xi
i = 1→ n.
(2.4)
de sorte que
d
−−→
OM =
n∑
i=1
∂
−−→
OM
∂xi
dxi =
n∑
i=1
−→ei dxi.
Pour pouvoir faire le passage d’un syste`me de coordonne´es {xi} a` un autre syste`me de coor-
donne´es {x′i}, de´terminons comment se transforment les vecteurs de la base {−→ei } → {−→ei ′}. On
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suppose que les deux syste`mes de coordonne´es sont relie´s par une transformation inversible 2 de
la forme 
x
′1 = x
′1(x1, x2, ..., xn)
x
′2 = x
′2(x1, x2, ..., xn)
.
.
.
x
′n = x
′n(x1, x2, ..., xn)
⇔
{
x
′i = x
′i(xj)
i, j = 1, · · · , n (2.5)
En utilisant la de´finition (2.4), nous avons
−→ej ′ = ∂
−−→
OM
∂x′j
=
n∑
i=1
∂
−−→
OM
∂xi
∂xi
∂x′j
=
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
−→ei , (2.6)
et de manie`re analogue, il est aussi possible de montrer que
−→ei =
n∑
j=1
∂x
′j
∂xi
−→ej ′. (2.7)
Les e´quations (2.6) et (2.7) sont les formules de passage entre les deux bases {−→ei } et {−→ei ′}
2.2.3 Transformation des composantes d’un vecteur
Composantes contravariantes
De´terminons comment se transforment les composantes contravariantes d’un vecteur−→A , lors
d’une transformation de coordonne´es {xi} → {x′i} et vis versa :
−→
A =
n∑
i=1
Ai −→ei , dans la base{−→ei },
=
n∑
j=1
A
′j −→ej ′, dans la base{−→ej ′}.
2. On peut montrer que dans ce cas
n∑
ℓ=1
∂xm
∂x′ ℓ
∂x
′ ℓ
∂xp
= δmp et que
n∑
ℓ=1
∂x
′ m
∂xℓ
∂xℓ
∂x′ p
= δmp
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En utilisant (2.6), nous avons, d’une part,
−→
A =
n∑
j=1
A
′j
(
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
−→ei
)
=
n∑
i=1
(
n∑
j=1
A
′j ∂x
i
∂x′j
)
−→ei
=
n∑
i=1
Ai −→ei .
D’autre part, une identification membre a` membre nous permet d’e´crire
Ai =
n∑
j=1
A
′j ∂x
i
∂x′j
. (2.8)
De meˆme, en utilisant (2.7), il est possible de montrer de manie`re analogue que
A
′j =
n∑
i=1
Ai
∂x
′j
∂xi
. (2.9)
Les formules (2.8) et (2.9) montrent comment se transforment les composantes contravariantes
d’un vecteur −→A .
Composantes covariantes
Pour de´terminer comment se transforment les composantes covariantes, il faut e´crire la de´finition
(2.3) dans les deux bases tout en utilisant (2.7) et (2.6) pour avoir
Ai =
−→
A.−→ei = −→A.
n∑
j=1
∂x
′j
∂xi
−→ej ′ =
n∑
j=1
∂x
′j
∂xi
A
′
j ,
A
′
j =
−→
A.−→ej ′ = −→A.
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
−→ei =
n∑
i=1
∂xi
∂x′j
Ai.
(2.10)
2.2.4 De´finition d’un tenseur
On appelle composante ≪p fois contravariante≫ et ≪q fois covariante≫ d’un tenseur A mixte
d’ordre p+q, toute quantite´ : Ak1...kpℓ1...ℓq se transformant comme le produit de p composantes contra-
variantes et q composantes covariantes d’un vecteur, lors d’un changement de coordonne´es :
{xi} → {x′i = x′i(xj)}. La transformation se fait conforme´ment a` la loi
A
′i1...ip
j1...jq
=
n∑
k1=1
...
n∑
kp=1
n∑
ℓ1=1
...
n∑
ℓp=1
∂x
′i1
∂xk1
...
∂x
′ip
∂xkp
∂xℓ1
∂x′j1
...
∂xℓq
∂x′jq
A
k1...kp
ℓ1...ℓq
, (2.11)
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alors que la transformation inverse est donne´e plutoˆt par l’expression
A
i1...ip
j1...jq
=
n∑
k1=1
...
n∑
kp=1
n∑
ℓ1=1
...
n∑
ℓp=1
∂xi1
∂x′k1
...
∂xip
∂x′kp
∂x
′ℓ1
∂xj1
...
∂x
′ℓq
∂xjq
A
′k1...kp
ℓ1...ℓq
. (2.12)
L’ensemble des tenseurs p fois contravariants et q fois covariants est note´ Tpq .
Pour alle´ger les e´critures, la convention d’Einstein sera adopte´ dans tout ce qui suit ; elle
consiste a` faire une somme de 1 a` n sur chaque indice re´pe´te´. Avec cette convention les formules
pre´ce´dentes s’e´crivent sous la forme
A
′i1...ip
j1...jq
=
∂x
′i1
∂xk1
...
∂x
′ip
∂xkp
∂xℓ1
∂x′j1
...
∂xℓq
∂x′jq
A
k1...kp
ℓ1...ℓq
, (2.13)
A
i1...ip
j1...jq
=
∂xi1
∂x′k1
...
∂xip
∂x′kp
∂x
′ℓ1
∂xj1
...
∂x
′ℓq
∂xjq
A
′k1...kp
ℓ1...ℓq
. (2.14)
2.2.5 Tenseur me´trique
Conside´rons un syste`me orthonorme´ carte´sien {x(0)i} et un syste`me curviligne {xi}. Soit
A(0)i et B(0)i les composantes contravariantes respectives dans {x(0)i} de deux vecteurs−→A et −→B ,
et Ai et Bi leurs composantes contravariantes dans {xi}. Conforme´ment a` (2.9), nous avons
A(0)k =
∂x(0)k
∂xi
Ai,
B(0)k =
∂x(0)k
∂xi
Bi.
Calculons le produit scalaire
−→
A.
−→
B =
(
A(0)k −→ek 0
)
.
(
A(0)ℓ −→eℓ 0
)
= A(0)k A(0)ℓ (−→ek 0. −→eℓ 0)︸ ︷︷ ︸
δkℓ
= δkℓ
(
∂x(0)k
∂xi
Ai
) (
∂x(0)k
∂xj
Bj
)
=
(
δkℓ
∂x(0)k
∂xi
∂x(0)k
∂xj
)
AiBj , (2.15)
et posons
gij = δkℓ
∂x(0)k
∂xi
∂x(0)k
∂xj
. (2.16)
Le produit scalaire s’e´crit alors, d’une part,
−→
A.
−→
B = gij A
iBj , (2.17)
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et il s’exprime, d’autre part, dans le syste`me {xi} par l’expression
−→
A.
−→
B =
(
Ai −→ei
)
.
(
Bj −→ej
)
−→
A.
−→
B = (−→ei .−→ej )Ai Bj . (2.18)
La comparaison entre (2.17) et (2.18) conduit a` poser
gij =
−→ei .−→ej . (2.19)
D’apre`s (2.16) et (2.19), il est clair que les gij forment les composantes d’un tenseur syme´trique
d’ordre deux, dit : tenseur me´trique. Einstein a eu l’intuition de de´crire le champ de gravitation
par le tenseur me´trique.
2.2.6 Passage entre composantes covariantes et contravariantes
Soit un vecteur −→A ∈ E. Il est possible de montrer que ses composantes covariantes donne´es
par (2.19) peuvent s’exprimer en fonction des composantes contravariantes, et ce en utilisant
(2.19). En effet,
Ai =
−→
A.−→ei =
(
Aj −→ej
)
. −→ei
= (−→ej .−→ei︸ ︷︷ ︸
gji
) Aj = (−→ei .−→ej︸ ︷︷ ︸
gii
) Aj
Ai = gij A
j . (2.20)
Il est clair que le tenseur me´trique permet d’e´lever l’indice covariant i .
Soit G la matrice dont les e´le´ments sont les gij
G = (gij),
et notons gij les e´le´ments de la matrice inverse
G−1 = (gij),
telle que
G G−1 = 1,
ou encore
gik g
kj = δji . (2.21)
En calculant l’expression
gℓ i Ai = g
ℓ i
(
gij A
j
)
=
(
gℓ i gij
)
Aj = δℓj A
j = Aℓ,
nous de´duisons finalement que
Ai = gij Aj. (2.22)
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Les e´le´ments gij du tenseur inverse permettent d’abaisser l’indice contravariant i.
D’une manie`re ge´ne´rale, pour e´lever ou abaisser les indices des composantes d’un tenseur,
on utilise autant de fois, respectivement, les gij ou gij . En effet, nous avons d’une part
Ai1...ip = gi1j1 A
j1
i2...ip
= gi1j1 gi2j2 A
j1j2
i3...ip
= gi1j1...gipjp A
j1...jp, (2.23)
et d’autre part
Ai1...ip = gi1j1 A
i2...ip
j1
= gi1j1 gi2j2 A
i3...ip
j1j2
= gi1j1...gipjp Aj1...jp. (2.24)
C’est aussi valable meˆme si les indices sont me´lange´s, dans le cas d’un tenseur mixte
A
i1i2...ip
j1j2...jq
= gi1ℓ1 A
i2...ip
ℓ1j1j2...jq
. (2.25)
2.2.7 Les symboles de Christoffel
De´finition
Conside´rons un point M de l’espace et soit (M, {−→ei }i=1,··· ,n) le repe`re naturel attache´ a` un
tel point. En un point infiniment voisin M ′ , repe´re´ par : −−→OM ′ = −−→OM + d−−→OM , le repe`re naturel
associe´ est par de´finition
(M
′
, {−→ei ′}i=1,··· ,n) = (M ′ , {−→ei + d−→ei }i=1,··· ,n),
tel que
d−→ei = ∂
−→ei
∂xk
dxk. (2.26)
Le de´veloppement de ∂−→ei /∂xk dans la base {−→ei }i=1,··· ,n est donne´ par
∂−→ei
∂xk
≡ ∂k−→ei = Γji k −→ej , (2.27)
ou` les coefficients du de´veloppement Γji k sont les symboles de Christoffel de seconde espe`ce.
Dans ce cas, la diffe´rentielle des vecteurs de base s’exprime sous forme
d−→ei = Γji k dxk −→ej . (2.28)
Pour exprimer les symboles Γji k en fonction de la me´trique, calculons la diffe´rentielle des
composantes du tenseur me´trique. Nous avons d’une part,
dgij = d(
−→ei .−→ej )
= d−→ei .−→ej +−→ei .d−→ej
= Γℓi k dx
k −→eℓ .−→ej +−→ei .Γℓj k dxk −→eℓ
=
(
Γℓi k gℓ j + Γ
ℓ
j k gi ℓ
)
dxk. (2.29)
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et d’autre part,
dgij =
∂gij
∂xk
dxk = ∂kgij dx
k. (2.30)
D’apre`s (2.29) et (2.30), nous de´duisons l’expression des de´rive´es partielles des composantes du
tenseur me´trique
∂kgij =
(
Γℓi k gℓ j + Γ
ℓ
j k gi ℓ
)
. (2.31)
En introduisant les symboles de Christoffel de premie`re espe`ce, de´finis par
Γi k ,j ≡ gmj Γmi k, (2.32)
alors (2.31) se re´e´crit da la fac¸on suivante
∂kgij = Γi k ,j + Γj k ,i. (2.33)
En utilisant la proprie´te´ Γi k ,j = Γk i ,j , il est possible de montrer que
Γki j =
1
2
gkm
(
∂igmj + ∂jgim − ∂mgij
)
. (2.34)
Une autre De´finition
Une autre fac¸on de de´finir les symboles de Christoffel consiste a` passer du syste`me de co-
ordonne´es carte´sien {x(0)i} au syste`me curviligne {xi}. Alors que la transformation des compo-
santes du tenseur me´trique gij se fait conforme´ment a` (2.16), les e´le´ments du tenseur inverse se
transforment plutoˆt comme suit
gij = δkℓ
∂xi
∂x(0)k
∂xj
∂x(0)k
. (2.35)
En remplac¸ant les expressions (2.16) et (2.35) dans (2.34), il est possible d’aboutir a` une de´finition
e´quivalente a` (2.34) des symboles de Christoffel
Γki j =
∂xk
∂x(0)ℓ
∂ 2x(0)ℓ
∂xi ∂xj
. (2.36)
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Les symboles de Christoffel ne sont pas les composantes d’un tenseur
Lors du passage du syste`me de coordonne´es {xi} vers {x′ i}, les symboles de Christoffel se
transforment, conforme´ment a` (2.36), comme suit
Γ
′ k
i j =
∂x
′ k
∂x(0)ℓ
∂ 2x(0)ℓ
∂x′ i ∂x′ j
=
∂x
′ k
∂xm
∂xm
∂x(0)ℓ
∂
∂x′ i
(
∂x(0)ℓ
∂x′ j
)
=
∂x
′ k
∂xm
∂xm
∂x(0)ℓ
∂
∂x′ i
(
∂x(0)ℓ
∂xn
∂xn
∂x′ j
)
=
∂x
′ k
∂xm
∂xm
∂x(0)ℓ
[
∂
∂x′ i
(
∂x(0)ℓ
∂xn
)
∂xn
∂x′ j
+
∂x(0)ℓ
∂xn
∂
∂x′ i
(
∂xn
∂x′ j
)]
=
∂x
′ k
∂xm
∂xm
∂x(0)ℓ
[
∂
∂xp
(
∂x(0)ℓ
∂xn
)
∂xp
∂x′ i
∂xn
∂x′ j
+
∂x(0)ℓ
∂xn
(
∂ 2xn
∂x′ i ∂x′ j
)]
=
∂x
′ k
∂xm
∂xm
∂x(0)ℓ
[
∂ 2x(0)ℓ
∂xp ∂xn
∂xp
∂x′ i
∂xn
∂x′ j
+
∂x(0)ℓ
∂xn
(
∂ 2xn
∂x′ i ∂x′ j
)]
=
∂x
′ k
∂xm
∂xp
∂x′ i
∂xn
∂x′ j
(
∂xm
∂x(0)ℓ
∂ 2x(0)ℓ
∂xp ∂xn
)
+
∂x
′ k
∂xm
∂xm
∂x(0)ℓ
∂x(0)ℓ
∂xn︸ ︷︷ ︸
δmn
(
∂ 2xn
∂x′ i ∂x′ j
)
.
Nous aboutissons finalement a` la loi de transformation
Γ
′ k
i j =
∂x
′ k
∂xm
∂xp
∂x′ i
∂xn
∂x′ j
Γmpn +
∂x
′ k
∂xn
∂ 2xn
∂x′ i ∂x′ j
. (2.37)
La pre´sence du deuxie`me terme dans (2.37) fait que les symboles de Christoffel ne se trans-
forment pas comme les composantes d’un tenseur.
Annulation des Γikl en un point arbitraire
La transformation inverse des symboles de Christoffel, lors d’un changement de coordonne´e
arbitraire xi → x′ i est donne´e par
Γikl =
∂xi
∂x′m
∂x
′n
∂xk
∂x
′p
∂xl
Γ
′m
np +
∂2x
′m
∂xk∂xl
∂xi
∂x′m
. (2.38)
Soit un point arbitraire O et soient (Γikl)0 les valeurs des Γikl en ce point. Effectuons au voisinage
de l’origine, la transformation de coordonne´es suivante
x
′i = xi +
1
2
(Γikl)0 x
k xl. (2.39)
Dans le but de de´terminer l’expression des (Γikl)0 dans le nouveau syste`me de coordonne´es,
proce´dons par les e´tapes suivantes :
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Commenc¸ons, dans un premier temps, par la de´rivation de (2.39)
∂x
′i
∂xm
=
∂xi
∂xm
+
1
2
∂(Γikl)0
∂xm
xk xl +
1
2
(Γikl)0
[
∂xk
∂xm
xl + xk
∂xl
∂xm
]
= δim +
1
2
∂(Γikl)0
∂xm
xk xl +
1
2
(Γikl)0
(
δkm x
l + xk δlm
)
,
tel que
(Γikl)0
(
δkm x
l + xk δlm
)
= (Γiml)0 x
l + (Γikm)0 x
k
= (Γiml)0 x
l + (Γilm)0 x
l
= (Γiml)0 x
l + (Γiml)0 x
l
= 2(Γiml)0 x
l.
Dans ce cas, nous avons
∂x
′i
∂xm
= δim +
1
2
∂(Γikl)0
∂xm
xk xl + (Γiml)0 x
l. (2.40)
Dans un deuxie`me temps, effectuons la de´rivation de (2.40)
∂2x
′i
∂xn∂xm
=
1
2
∂2(Γikl)0
∂xn∂xm
xk xl +
∂(Γikl)0
∂xm
[
δkn x
l + xk δln
]
+
∂(Γiml)0
∂xn
xl + (Γiml)0 δ
l
n
=
1
2
∂2(Γikl)0
∂xn∂xm
xk xl +
[
∂(Γinl)0
∂xm
xl +
∂(Γikn)0
∂xm
xk
]
+
∂(Γiml)0
∂xn
xl + (Γimn)0,
=
1
2
∂2(Γikl)0
∂xn∂xm
xk xl + 2
∂(Γinl)0
∂xm
xl +
∂(Γiml)0
∂xn
xl + (Γimn)0,
qui s’e´crit finalement sous la forme
∂2x
′i
∂xn∂xm
=
1
2
∂2(Γikl)0
∂xn∂xm
xk xl +
[
2
∂(Γinl)0
∂xm
+
∂(Γiml)0
∂xn
]
xl + (Γimn)0. (2.41)
La dernie`re e´tape consiste a` contracter (2.41) par ∂xs/∂x′i
∂2x
′i
∂xn∂xm
∂xs
∂x′i
=
1
2
∂2(Γikl)0
∂xn∂xm
∂xs
∂x′i
xk xl +
[
2
∂(Γinl)0
∂xm
+
∂(Γiml)0
∂xn
]
∂xs
∂x′i
xl + (Γimn)0
∂xs
∂x′i
.
(2.42)
Au point arbitraire O, qu’on choisira comme origine des coordonne´es (∀ k, (xk)O = 0), la
de´rive´e (2.40) se re´duit au symbole de kronecker(
∂x
′i
∂xm
)
0
= δim +
1
2
∂(Γikl)0
∂xm
(xk)0 (x
l)0 + (Γ
i
ml)0 (x
l)0 = δ
i
m. (2.43)
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Nous de´duisons que la transformation de coordonne´es (2.39) est inversible au point O de telle
sorte que le jacobien de la transformation inverse soit donne´ par(
∂xm
∂x′i
)
0
= δmi . (2.44)
Ainsi, a` l’origine, l’expression (2.42)(
∂2x
′i
∂xn∂xm
∂xs
∂x′i
)
0
= (Γimn)0
(
∂xs
∂x′i
)
0
= (Γimn)0 δ
s
i , (2.45)
se re´duit finalement a` (
∂2x
′i
∂xn∂xm
∂xs
∂x′i
)
0
= (Γsmn)0. (2.46)
En vertu de (2.46), (2.44) et (2.43), la transformation (2.38), exprime´e a` l’origine des coor-
donne´es, se met sous la forme(
Γikl
)
0
= δim δ
n
k δ
p
l
(
Γ
′m
np
)
0
+
(
∂2x
′m
∂xk∂xl
∂xi
∂x′m
)
0
=
(
Γ
′i
kl
)
0
+
(
Γikl
)
0
, (2.47)
et conduit au re´sultat final suivant (
Γ
′i
kl
)
0
= 0. (2.48)
Dans le nouveau syste`me de coordonne´es {x′ i}, obtenu par la transformation (2.39), tous les
symboles de Christoffel sont nuls au point arbitraire O, pris comme origine des coordonne´es ; un
tel syste`me de coordonne´es est dit localement ge´ode´sique.
2.2.8 De´rivation covariante
Motivation
La transformation inverse des composantes contravariantes d’un vecteur −→A entre deux bases
{−→ei } → {−→ei ′} est donne´e par l’expression
Ai =
∂xi
∂x′k
A
′k = αik A
′k. (2.49)
Dans le cas d’une base fixe {−→ei }, les dAi sont les composantes contravariantes de d−→A
d
−→
A = d
(
Ai−→ei
)
= dAi−→ei + Ai d−→ei︸︷︷︸
−→
0
= dAi−→ei .
Dans ce cas les αik sont des constantes 3 et la diffe´rentielle ordinaire de Ai se comporte ainsi
comme un tenseur
dAi = αik dA
′k. (2.50)
3. transformation entre deux bases fixes
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Par contre dans le cas ou` les αik ne sont plus des constantes 4, la diffe´rentielle ordinaire de Ai
ne se comporte comme plus comme un tenseur
dAi = αik dA
′k + dαik A
′k =
∂xi
∂x′k
dA
′k +
∂ 2xi
∂xp ∂xk
dx
′ p A
′k, (2.51)
a` cause de la pre´sence du deuxie`me terme.
Dans le cas d’une base locale {−→ei }, les dAi ne sont plus les composantes contravariantes de
d
−→
A
d
−→
A = d
(
Ai−→ei
)
= dAi−→ei + Ai d−→ei
Le but de ce qui suit est de de´terminer, dans le cas d’une base locale, les ”nouvelles” compo-
santes contravairaintes DAi de −→A
d
−→
A = DAi −→ei , (2.52)
qui se comportent comme les composantes d’un tenseur
DAi = αik DA
′ k. (2.53)
Tenseur de´rive´e covariante d’un vecteur Ai
Soit un vecteur
−→
A qui se de´veloppe dans la base {−→ei }i=1,··· ,n,
−→
A = Ai −→ei .
Calculons la diffe´rentielle absolue d’un tel vecteur
d
−→
A = dAi −→ei + Ai d−→ei
= dAi −→ei + Aj d−→ej
= dAi −→ei + Aj
(
Γij k dx
k −→ei
)
=
(
dAi + Aj Γij k dx
k
)−→ei , (2.54)
et de´finissons les composantes contravariantes de d−→A , par :
DAi = dAi + Aj Γij k dx
k,
de telle sorte que
d
−→
A = DAi −→ei . (2.55)
En re´e´crivant DAi
DAi = ∂kA
i dxk + Aj Γij k dx
k, (2.56)
4. transformation entre deux bases locales
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tout en de´finissant
DkA
i = ∂kA
i + Aj Γij k, (2.57)
il vient que
DAi = DkA
i dxk.
Il est possible de montrer que les DkAi sont les composantes d’un tenseur d’ordre 2, appele´es :
De´rive´e covariante de −→A .
Tenseur de´rive´e covariante d’un vecteur Ai
Dans le but de de´terminer le tenseur de´rive´e covariante d’un vecteur Ai, on aura recours a`
un artifice de calcul qui consiste a` conside´rer un champ −→B uniforme, tel que d−→B = −→0 . D’apre`s
(2.55), la diffe´rentielle d’un tel vecteur est donne´e par
d
−→
B = DBi −→ei = −→0
⇒ DBi = 0 pour : i = 1, · · · , n
⇒ dBi +Bj Γij k dxk = 0 pour : i = 1, · · · , n
⇒ dBi = −Bj Γij k dxk pour : i = 1, · · · , n (2.58)
Soit un vecteur quelconque−→A . Le produit scalaire de −→B par la diffe´rentielle de−→A se calcule
d’une part comme suit
−→
B . d
−→
A = d(
−→
B.
−→
A )− d−→B︸︷︷︸
−→
0
.
−→
A
= d
[(
Bi −→ei
)
.
(
Aj −→ej
)]
= d
(
gijB
i Aj
)
= d
(
Bi Ai
)
= dAi B
i + Ai dB
i = dAi B
i + Aj dB
j
= dAi B
i + Aj
(
−Bi Γji k dxk
)
= Bi
(
dAi − Γji k dxk Aj
)
, (2.59)
et d’autre part
−→
B . d
−→
A =
(
Bi −→ei
)
.
(
DAj −→ej
)
= Bi DAj gij = B
i
(
DkA
j dxk
)
gij
= Bi
(
DkA
j gij
)
dxk = Bi (DkAi) dx
k
= Bi
(
DkAi dx
k
)
= Bi DAi, (2.60)
ou` DAi = DkAi dx
k. En comparant les e´quations (2.59) et (2.60), on de´duit l’expression
DAi = dAi − Γji k dxk Aj , (2.61)
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qui se met encore sous la forme
DAi =
(
∂kAi − Γji k Aj
)
dxk. (2.62)
Nous de´duisons finalement l’expression des composantes
DkAi = ∂kAi − Γji k Aj . (2.63)
Il est possible de montrer que les DkAi sont les composantes d’un tenseur.
En coordonne´es galile´ennes 5 les de´rive´es covariantes (2.57) et (2.63) coı¨ncident avec les
de´rive´es ordinaires. De plus, la de´rive´e covariante d’un scalaire φ est, par de´finition
Dkφ = ∂kφ, (2.64)
e´gale a` la de´rive´e ordinaire.
Tenseur de´rive´e covariante d’un Tenseur
Conside´rons un tenseur d’ordre deux T˜ de composantes contravariantes T ij . Un tel tenseur
se de´veloppe de fac¸on unique dans la base Eij = −→ei ⊗−→ej (produit tensoriel)
T˜ = T ij −→ei ⊗−→ej .
La diffe´rentielle de ce tenseur est donne´e par l’expression
dT˜ = dT ij −→ei ⊗−→ej + T ij (d−→ei )⊗−→ej + T ij −→ei ⊗ (d−→ej ) .
Pour de´terminer la de´rive´e covariante DT ij = DkT ij dxk du tenseur, de telle sorte a` avoir
dT˜ = DT ij −→ei ⊗−→ej , (2.65)
utilisons (2.28), avec une rede´finition ade´quate des indices muets,
dT˜ = ∂kT
ij dxk−→ei ⊗−→ej + T ij
(
Γℓi k dx
k −→eℓ
)⊗−→ej + T ij −→ei ⊗ (Γℓj k dxk −→eℓ )
=
(
∂kT
ij + T ℓj Γiℓk + T
iℓ Γjℓk
)
dxk −→ei ⊗−→ej .
Nous aboutissons finalement a` l’expression
DkT
ij = ∂kT
ij + T ℓj Γiℓk + T
iℓ Γjℓk (2.66)
du tenseur de´rive´e covariante d’un tenseur contravariant d’ordre 2.
Il est ainsi possible de ge´ne´raliser l’expression de la de´rive´e covaiante pour un tenseur quel-
conque et ce en appliquant respectivement (2.57) et (2.63) a` chaque indice contravariant et cova-
riant
DkT
i1i2···is
j1j2···jp
= ∂kT
i1i2···is
j1j2···jp
+
(
T ℓ i2···isj1j2···jp Γ
i1
ℓk + T
i1ℓ···is
j1j2···jp
Γi2ℓk + · · ·+ T i1i2···ℓj1j2···jp Γisℓk
)
−
(
T i1i2···isℓ j2···jp Γ
ℓ
j1 k
+ T i1i2···isj1ℓ···jp Γ
ℓ
j2 k
+ · · ·+ T i1i2···isj1j2···ℓ Γℓjp k
)
. (2.67)
5. Dans le cas ou` gµν = ηµν , il est clair que d’apre`s (2.34) les symboles de Christoffel sont nuls Γji k = 0
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Il est possible de montrer, a` partir de la de´finition (2.67), que la de´rive´e covariante du produit
de deux tenseurs 6 A et B obe´it a` la meˆme re`gle de de´rivation ordinaire
Dk (A⊗B) = (DkA)⊗B + A⊗ (DkB) , (2.68)
note´e aussi
Dk (AB) = (DkA)B + A (DkB) , (2.69)
pour alleger les e´critures.
The´ore`me de Ricci
La de´rive´e covariante du tenseur me´trique est nulle. En effet, en utilisant (2.67), (2.32) et
(2.33), nous avons
Dkgij = ∂kgij − Γℓjk giℓ − Γℓik gjℓ = ∂kgij − Γjk,i − Γik,j = 0, (2.70)
autrement dit
Dgij ≡ Dkgij dxk = 0. (2.71)
De la meˆme manie`re, il est aussi possible de montrer que
Dkg
ij = 0, (2.72)
et que
Dgij ≡ Dkgij dxk = 0. (2.73)
La de´rive´e covariante de la composantes covariante Ai d’un vecteur, compte tenu de (2.20)
et (2.69), est donne´e par l’expression
DAi = D
(
gij A
j
)
= (Dgij)A
j + gij
(
DAj
)
. (2.74)
En vertu du the´ore`me de Ricci, le premier terme est nul de sorte a` avoir finalement
DAi = gij
(
DAj
)
. (2.75)
Ce re´sultat est bien compatible avec la re`gle de passage (2.23), des composantes contravariantes
vers les composantes covariantes d’un tenseur. Bien suˆr, il est possible de ge´ne´raliser ce re´sultat
a` un tenseur quelconque B ∈ Tpq
D
(
gki1 B
i1i2···ip
j1j2···jp
)
= gki1
(
DB
i1i2···ip
j1j2···jp
)
. (2.76)
6. Le produit tensoriel de A ∈ Tpq et B ∈ Trs est un tenseur C = A ⊗ B ∈ Tp+rq+s de composantes qui ve´rifient
C
i1i2···ip+r
j1j2···jq+s
= A
i1i2···ip
j1j2···jq
B
ip+1i2···ip+r
jq+1j2···jq+s
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Transport paralle`le
Conside´rons deux points infiniment voisins P (xi) et Q(xi + dxi) et un champ de vecteur qui
prend les valeurs Ak au point P et Ak+ dAk au point Q. Dans un syste`me de coordonne´es curvi-
lignes dAk = Ak(xi + dxi)− Ak(xi) n’est pas un vecteur, car la soustraction des deux vecteurs
est donne´e en deux points diffe´rents avec des transformations de coordonne´es diffe´rentes. Pour
pouvoir calculer la de´rive´e covariante entre deux vecteurs, de´finis a` des points diffe´rents, il faut
les ramener au meˆme point. Pour ce faire, transportonsAk de fac¸on paralle`le a` lui-meˆme du point
P au point Q de telle sorte que le vecteur au point final soit Ak + δAk, avec δAk repre´sente son
accroissement apre`s transport [97]. Dans ce cas, la diffe´rence entre les deux vecteurs, se trouvant
de´sormais au meˆme point, est
DAk = dAk − δAk. (2.77)
Une identification entre (2.77) et (2.56) permet d’avoir
δAk = −Aj Γkj i dxi. (2.78)
Remarquons que l’accroissement δAk des composantes du vecteur, dans un transport paralle`le
infiniment petit posse`de les caracte´ristiques suivantes :
– Il de´pend des composantes meˆme du vecteur et cette de´pendance est line´aire pour garantir
a` la somme de deux vecteurs de se transformer selon la meˆme loi pour chacun des vecteurs.
De plus, dans le cas d’un vecteur nul Ak = 0, l’accroissement δAk = 0.
– La proportionnalite´ en dxi fait que si on est en meˆme point, dxi = 0, alors les composantes
du vecteur ne subissent aucun accroissement.
– Les ”coefficients” de proportionnalite´ Γkj i sont des fonctions des coordonne´es qui doivent
s’annuler dans un syste`me de coordonne´es galile´en, de telle sorte que la de´rive´e covariante
(2.77) se re´duise, dans ce cas, a` la diffe´rentielle.
Le produit scalaire de deux vecteurs 7, comme n’importe quel scalaire, est invariant lors d’un
transport paralle`le. Ainsi, a` partir de δ
(
AkB
k
)
= 0, il vient que
BkδAk = −AkδBk = Ak Bj Γkj i dxi,
or, du fait que Bk sont arbitraires, nous retrouvons l’expression des accroissements
δAk = Γ
j
k i Aj dx
i, (2.79)
compatible avec (2.62).
2.2.9 Espace de Riemann
Dans un espace euclidien, il est toujours possible de de´finir un syste`me d’axes rectilignes et
orthonorme´s {x(0)i} de fac¸on que la distance entre deux points quelconques (x(0)1, x(0)2, · · · , x(0)n)
et (y(0)1, y(0)2, · · · , y(0)n), est telle que
△ s2 = δkℓ
(
x(0)k − y(0)k) (x(0)ℓ − y(0)ℓ) = (x(0)1 − y(0)1)2 + · · ·+ (x(0)n − y(0)n)2 . (2.80)
7. Le produit scalaire est invariant lors d’une transformation de coordonne´es inversible A′kB
′ k =(
Ai
∂xi
∂x
′k
)(
Bj ∂x
′k
∂xj
)
= AiB
jδij = AiB
i
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Pour des points infiniment voisins (x(0)1, x(0)2, · · · , x(0)n) et (x(0)1+dx(0)1, x(0)2+dx(0)2, · · · , x(0)n+
dx(0)n), le carre´ de la distance infinite´simale est donne´ par
ds2 = δkℓ dx
(0)k dx(0)ℓ =
(
dx(0)1
)2
+
(
dx(0)2
)2
+ · · ·+ (dx(0)n)2 . (2.81)
Lors d’un passage au syste`me de coordonne´es curvilignes {xi}, l’expression pre´ce´dente
(2.81) devient ainsi
ds2 = δkℓ
(
∂x(0)k
∂xi
dxi
)(
∂x(0)ℓ
∂xj
dxj
)
=
(
δkℓ
∂x(0)k
∂xi
∂x(0)ℓ
∂xj
)
dxi dxj,
et se met finalement sous la forme quadratique fondamentale
ds2 = gij dx
i dxj. (2.82)
Contrairement a` un espace euclidien, dans un espace de Riemann, il n’est jamais possible
de de´finir un syste`me d’axes rectilignes de telle sorte a` diagonaliser le tenseur me´trique gij pour
garantir a` la forme quadratique fondamentale (2.82) de se re´duire a` la forme (2.81) pour tous les
points de l’espace 8.
Pour munir un espace de Riemann de proprie´te´s ge´ome´triques, le plus simple , est de l’iden-
tifier localement avec un espace euclidien de telle manie`re que l’alge`bre tensorielle euclidienne
toute entie`re s’e´tende, sans modification, aux vecteurs et tenseurs attache´s a` un meˆme point de
l’espace riemannien [89].
2.2.10 Tenseur de Courbure
Dans le cas ge´ne´ral d’un espace de Riemann, le transport paralle`le infinite´simal d’un vecteur
est de´finit comme un de´placement tel que les composantes du vecteur ne varient pas dans le
cas d’un syste`me de coordonne´es galile´en. Dans le cas d’un syste`me de coordonne´es curviligne,
le transport paralle`le d’un vecteur d’un point initial a` un autre point final donne des re´sultats
diffe´rents si le chemin suivi est diffe´rent. Ainsi, les composantes de la de´rive´e covariante seconde
d’un vecteur, calcule´es selon deux chemins diffe´rents, ne sont pas e´gales.
De´finition
Soit un vecteur−→A de composantes covariantesAi. Calculons la de´rive´e covariante seconde de
Ai en utilisant deux chemins diffe´rents. Pour le premier chemin, appliquons d’abord une de´rive´e
covariante au tenseur Tki = DkAi, en utilisant (2.67),
Dℓ (DkAi) = ∂ℓ (DkAi)− Γpkℓ (DpAi)− Γpiℓ (DkAp) .
D’apre`s (2.63), on aboutit au re´sultat suivant
Dℓ (DkAi) = ∂ℓ (∂kAi − Γpik Ap)− Γpkℓ
(
∂pAi − Γjip Aj
)− Γpiℓ (∂kAp − Γjpk Aj) .(2.83)
8. En fait, il est toujours possible de de´finir localement un syste`me d’axes rectilignes de telle sorte a` se ramener
a` (2.81) mais pas globalement.
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Pour le deuxie`me chemin, intervertissons l’ordre des de´rive´es covariantes
Dk (DℓAi) = ∂k (∂ℓAi − Γpiℓ Ap)− Γpℓk
(
∂pAi − Γjip Aj
)− Γpik (∂ℓAp − Γjpℓ Aj) .(2.84)
La soustraction membre a` membre de (2.83) et (2.84)
DℓDkAi −DkDℓAi =
(
∂kΓ
j
iℓ − ∂ℓΓjik + Γpiℓ Γjpk − Γpik Γjpℓ
)
Aj , (2.85)
montre clairement que le re´sultat de´pend de l’ordre des de´rive´es covariantes, contrairement au
cas des de´rive´es ordinaires. Comme la diffe´rence de deux tenseurs DℓDkAi − DkDℓAi est un
tenseur et que Ai est un vecteur, on de´duit que l’expression entre parenthe`ses
R jikℓ = ∂kΓ
j
iℓ − ∂ℓΓjik + Γpiℓ Γjpk − Γpik Γjpℓ, (2.86)
est un tenseur ; celui-ci est dit Tenseur de Courbure de Riemann-Christoffel.
Il en re´sulte qu’un vecteur transporte´ paralle`lement le long d’un contour ferme´ ne coı¨ncide
plus avec le vecteur initial ; c’est la manifestation de la courbure de l’espace de Riemann. Dans
le cas ou` les composantes du tenseur me´trique gij sont partout stationnaires 9 (i.e ∂kgij = 0),
conforme´ment a` (2.34), les symboles de Christoffel sont tous identiquement nuls. Dans ce cas,
toutes les composantes de tenseur de courbure (2.86) sont nulles (on parle d’espace plat) et il en
re´sulte que le transport paralle`le d’un vecteur le long d’un contour ferme´ coı¨ncide avec le vecteur
initial.
Proprie´te´s
Le tenseur de Courbure est antisyme´trique sur les indices k et ℓ
R jikℓ = −R jiℓk, (2.87)
et ve´rifie la relation cyclique suivante
R jikℓ +R
j
ℓik +R
j
kℓi = 0. (2.88)
De plus, le tenseur covariant
Rikℓm = gipR
p
kℓm, (2.89)
est antisyme´trique sur les indices ik et ℓm,
Rikℓm = −Rkiℓm = −Rikmℓ = Rkimℓ, (2.90)
et est syme´trique par rapport a` la permutation de ces couples,
Rikℓm = Rℓmik. (2.91)
Il ve´rifie aussi la condition cyclique suivante
Rikℓm +Rimkℓ +Riℓmk = 0. (2.92)
9. Dans le cas par exemple de l’espace-temps plat de Minkowski
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2.2.11 Tenseur de Ricci
Le tenseur de Ricci est de´finit par la contraction suivante
Rij = g
kpRkipj = R
k
ikj (2.93)
du tenseur de courbure. Il est possible de montrer que le tenseur de Ricci est syme´trique
Rij = Rji. (2.94)
2.2.12 Courbure scalaire
La contraction du tenseur de Ricci permet d’obtenir un invariant R,
R = gij Rij = R
i
i, (2.95)
appele´ Courbure scalaire riemannienne.
2.2.13 Identite´s de Bianchi
Du fait du caracte`re intrinse`que des tenseurs, les relations tensorielles sont exprime´es
inde´pendamment du syste`me de coordonne´es. Ainsi, si une relation tensorielle est de´montre´e
dans un syste`me de coordonne´es particulier, elle sera valable dans tous les re´fe´rentiels.
En se plac¸ant dans un syste`me de coordonne´es localement ge´ode´sique, dans lequel tous les
symboles de Christoffel sont annule´s en un point arbitraire M ,
(Γkij)M = 0,
les de´rive´es covariantes se re´duisent dans ce cas aux de´rive´es ordinaires Dp = ∂p et le tenseur de
Courbure se met sous la forme suivante
R ikℓm = ∂ℓΓ
j
km − ∂mΓikℓ. (2.96)
Nous avons dans ce cas, d’une part
DpR
i
kℓm = ∂pR
i
kℓm = ∂p∂ℓΓ
j
km − ∂p∂mΓikℓ. (2.97)
D’autre part, une permutation circulaire sur les indices p, ℓ et m permet d’aboutir aux relations
DmR
i
kpℓ = ∂m∂pΓ
j
kℓ − ∂m∂ℓΓikp, (2.98)
DℓR
i
kmp = ∂ℓ∂mΓ
j
kp − ∂ℓ∂pΓikm. (2.99)
L’addition membre a` membre des trois relations (2.97), (2.98) et (2.99) permet d’aboutir a` l’iden-
tite´ de Bianchi
DpR
i
kℓm +DmR
i
kpℓ +DℓR
i
kmp = 0, (2.100)
qui reste valable dans n’importe quel re´fe´rentiel.
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2.2.14 Tenseur d’Einstein
Une contraction particulie`re de l’identite´ de Bianchi (2.100), en posant i = p, permet d’avoir
la relation
DiR
i
kℓm +DmR
i
kiℓ +DℓR
i
kmi = 0. (2.101)
En contractant les membres de (2.101) par gkp tout en exploitant ”l’insensibilite´” du tenseur
me´trique a` la de´rive´e covariante (2.76), conse´quence d’application du The´ore`me de Ricci, il
vient que
0 = Di
(
gkpR ikℓm
)
+Dm
(
gkpR ikiℓ
)
+Dℓ
(
gkpR ikmi
)
= Di
(
gkpR ikℓm
)
+Dm
(
gkpRkℓ
)−Dℓ (gkpR ikim)
= Di
(
gkpR ikℓm
)
+Dm
(
gkpRkℓ
)−Dℓ (gkpRkm) , (2.102)
compte tenu des proprie´te´s du tenseur de Courbure et de la de´finition du tenseur de Ricci.
Dans le cas particulier ou` p = ℓ, la dernie`re relation devient
0 = Di
(
gkℓR ikℓm
)
+Dm
(
gkℓR ikiℓ
)
+Dℓ
(
gkℓR ikmi
)
= Di
[
gkℓ
(
gisR skℓm
)]
+Dm
(
gkℓR ikiℓ
)
+Dℓ
(
gkℓR ikmi
)
= Di
[
gis
(−gkℓR ksℓm)]+Dm (gkℓR ikiℓ)+Dℓ (gkℓR ikmi)
= Di
[
gis (−Rsm)
]
+Dm
(
gkℓR ikiℓ
)
+Dℓ
(
gkℓR ikmi
)
= −DiR im +DmR−DℓR ℓm
= −2DiR im +DmR.
Du fait que DmR ≡ δimDiR, on arrive finalement a` la relation 10
Di
(
R im −
1
2
δimR
)
= 0, (2.103)
qui nous permet de de´finir le tenseur d’Einstein
G im = R
i
m −
1
2
δimR, (2.104)
de divergence nulle
DiG
i
m = 0.
2.3 Rappels sur la Gravitation
La gravite´ est l’une des quatre interactions fondamentales au moyen duquel toute la panoplie
des phe´nome`nes naturels diversifie´e est explique´e ; elle est responsable de l’attraction universelle
10. Le symbole de Kronecker est un tenseur a` composantes constantes δ′ ij = ∂x
′ i
∂xk
∂xp
∂x
′ j
δkp =
∂x
′ i
∂xp
∂xp
∂x
′ j
= δij et
de de´rive´e covariante nulle Dkδij = ∂kδij + Γipkδ
p
j − Γpkjδip = 0 + Γijk − Γikj = 0.
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entre corps mate´riels et constitue l’une des interactions les plus connues car se manifestant a` notre
e´chelle macroscopique. En effet, la gravite´ est la force qui empeˆche les projectiles massiques,
lance´s au voisinage de la terre, d’avoir un mouvement rectiligne et uniforme par rapport aux
re´fe´rentiels inertiels 11 de telle sorte a` retomber suivant des trajectoires courbes [95].
La gravitation est l’interaction la plus faible 12 de la nature ; elle intervient significativement
seulement pour des masses importantes et a` grande e´chelle. Ceci est du essentiellement a` sa
porte´e infinie et au fait qu’elle est universellement attractive. En effet, contrairement au champ
e´lectromagne´tique qui n’interagit pas avec les corps neutres, le champ gravitationnel ”ressent”
toujours la pre´sence des masses non nulles. En plus de c¸a, contrairement a` tous les autres champs,
le champ gravitationnel se distingue par une proprie´te´ le caracte´risant exclusivement ; le mouve-
ment d’un corps test sous l’effet d’un champ de gravitation est inde´pendant de sa masse et de sa
composition. Cette proprie´te´ trouve son origine dans l’e´galite´ entre la masse grave et inerte d’un
corps mate´riel.
2.3.1 Gravitation newtonienne
Pour e´laborer sa the´orie de la gravitation, Newton s’est inspire´ des travaux de ses pre´de´cesseurs.
Il fallait, d’une part, e´laborer une e´quation qui de´crit comment la gravitation est ge´ne´re´e par la
matie`re (force de gravitation), et d’autre part, de´crire la re´ponse de la matie`re a` cette gravite´ (le
principe fondamental de dynamique).
En postulant que la force d’attraction gravitationnelle s’exerc¸ant entre le soleil et une plane`te
quelconque est dirige´e suivant la droite joignant leurs centres de masses et de module, a` la fois,
proportionnel a` leurs masses graves respectives mais inversement proportionnel au carre´ de l’in-
terdistance, il arrive a` retrouver les trois lois de Kepler selon lesquelles
– Toute plane`te de´crit une trajectoire elliptique dont le soleil occupe l’un des deux foyers.
– Le rayon vecteur dont l’origine est le soleil et l’extre´mite´ est la plane`te en question ba-
laye des aires e´gales pendant des dure´es e´gales. Cette loi se traduit par un ralentissement
de la plane`te quand elle s’e´loigne du soleil et par une augmentation de sa vitesse en se
rapprochant du foyer.
– Le rapport du carre´ de la pe´riode de re´volution par le cube du demi grand axe de la trajec-
toire elliptique est une constante pour toutes les plane`tes du syste`me solaire T 2/a3 = cte.
Loi de Gravitation universelle
La force gravitationnelle de Newton est dite universelle car elle est responsable de l’attraction
de tous les corps ayant une masse non nulle ; c’est une force qui s’exerce a` travers une interaction
mutuelle entre deux corps massiques. La force de gravitation avec laquelle la masse M attire une
autre masse m est donne´e par
−→
F M/m = −GMm
r2
−→er , (2.105)
11. Un re´fe´rentiel inertiel ou bien galile´en est un syste`me de coordonne´es dans lequel un corps qui ne subit aucune
force exte´rieure, se meut de fac¸on rectiligne et uniforme [102].
12. Les quatres interactions fondamentales sont par ordre de´croissant de grandeur : l’interaction forte,
e´lectromagne´tique, faible et gravitationnelle.
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alors que la force avec laquelle m agit sur M , en vertu de la loi d’action et de re´action, est−→
F m/M = −−→F M/m, tel que la constante de proportionnalite´ G ∼= 6.67 × 10−11m3kg−1s−2 est
une donne´e expe´rimentale dite constante de gravitation universelle et −→er = −→r /r est le vecteur
unitaire radial dirige´ suivant la droite reliant les deux masses et oriente´ de M vers m.
La force gravitationnelle qui s’exerce sur une masse ponctuelle m, repe´re´e par −→r , due aux
masses ponctuelles M1, M2,. . . , Mn de positions respectives −→r1 ′ , −→r2 ′ ,. . . , −→rn ′ est donne´e par la
superposition
−→
F (−→r ) = −Gm
n∑
i=1
Mi
(−→r −−→ri ′)
‖−→r −−→ri ′‖3 , (2.106)
alors que pour une distribution continue, de densite´ de masse locale ρm(−→r ′) au point P ′(x′ , y′, z′)
de la distribution de sorte que dM(−→r ′) = ρm(−→r ′)dx′dy′dz′ , la force de gravitation qui d’exerce
sur la masse ponctuelle m, repe´re´e par −→r , est donne´e plutoˆt par l’inte´grale
−→
F (−→r ) = −Gm
∫
ρm(
−→r ′)
(−→r −−→r ′)
‖−→r −−→r ′‖3 dx
′
dy
′
dz
′
, (2.107)
e´tendue a` tous les points P ′(−→r ′) de la distribution continue.
Forme locale de la Loi de Gravitation
Le champ gravitationnel −→gM(A) et le potentiel gravitationnel φM(A) cre´es par une masse
ponctuelle M au point A, repe´re´ par le vecteur position−→r , sont de´finis de fac¸on que si on place
au point A une autre masse ponctuelle m, elle subira une force
−→
F = m−→gM(A), (2.108)
et aura une e´nergie potentielle
Ep = mφM(A). (2.109)
Dans le cas statique, compte tenu de (2.105) et du fait que −→F = −−→∇Ep, nous avons les expres-
sions respectives
−→gM(A) = −GM
r2
−→er , (2.110)
φM(A) = −GM
r
, (2.111)
du champ et du potentiel gravitationnels, cre´es par une masse ponctuelle M . Il est clair que les
deux expressions pre´ce´dentes (2.110) et (2.111) sont relie´es −→gM(A) = −−→∇φM(A), d’une fac¸on
analogue que la force et l’e´nergie potentielle.
En exploitant l’analogie entre la force coulombienne, −→F Q/q = (KQq/r2)−→er qui s’exerce
entre les deux charges ponctuelles Q et q, et la force de Newton par le recours a` la prescription 13
1/4πǫ0 → −G, il est possible d’e´noncer un the´ore`me de Gauss pour un champ gravitationnel
13. Dans notre cas K = 1/4πǫ0
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−→g . Dans ce cas, le flux de −→g a` travers une surface ferme´e S est proportionnel a` la masse interne
a` S ∮
S
−→g .−→ds = −4πGmint. (2.112)
En utilisant le the´ore`me d’Ostrogradsky, pour transformer l’inte´grale de surface en une inte´grale
portant sur le volume qu’elle renferme, sachant que mint =
∫
ρmdV , il est possible d’aboutir a` la
forme locale du the´ore`me de Gauss
−→∇.−→g = −4πGρm. (2.113)
En introduisant le potentiel gravitationnel, la relation pre´ce´dente (2.113) se re´duit a` l’e´quation
de Poisson −→∇2φ = 4πGρm. (2.114)
Pour calculer le potentiel en un point donne´, il faut connaıˆtre d’une part la densite´ de masse en
ce point et d’autre part les conditions aux limites du champ gravitationnel.
La the´orie de gravitation de Newton peut eˆtre re´sume´e comme suit : Les masses ge´ne`rent le
champ gravitationnel en vertu de l’e´quation de Poisson, et le champ de gravitation ge´ne`re, a` son
tour, l’acce´le´ration en vertu du principe fondamental de la dynamique.
2.3.2 Gravitation newtonienne et Relativite´ restreinte
La force de gravitation newtonienne (2.105) est en de´saccord avec la relativite´ restreinte,
car son utilisation s’appuie implicitement sur une transmission instantane´e de l’influence gra-
vitationnelle entre les deux masses mises en jeux. Face a` une situation similaire pour la force
de Coulomb, la description de phe´nome`nes non statiques ne s’est fait que par l’ajout du champ
magne´tique, i.e par une unification e´lectricite´-magne´tisme. Dans ce cas, Le champ e´lectromagne´tique
se propage a` vitesse finie conforme´ment aux e´quations de Maxwell. Il est a note´ qu’un premier
pas a e´te´ franchis dans ce sens pour la gravitation en formulant des e´quations locales de type
poisson pour le potentiel gravitationnel.
Il est a` noter que dans l’e´quation (2.114), l’absence de temps fait que le potentiel re´pond
instantane´ment a` toute variation de la densite´ de masse ρm. Meˆme en essayant de remplacer le
laplacien par l’ope´rateur d’alembertien 14, ne´anmoins la densite´ de masse ρm n’est pas invariante
par transformation de Lorentz, suite a` la contraction de longueur du volume infinite´simale dV
selon la direction du mouvement. Plusieurs tentatives ont e´te´ avance´es pour essayer de rendre
conforme la gravitation de Newton a` la relativite´ restreinte sans re´el succe`s.
Au lieu de cela, Einstein a compris qu’il ne fallait restreindre le Principe de Relativite´ aux
re´fe´rentiels d’inertie, anime´s les uns par a` port aux autres de mouvement rectiligne et uniforme,
mais qu’il fallait plutoˆt e´tendre ce principe a` tous les re´fe´rentiels, sans la moindre restriction
quant a` leurs e´tats de mouvement relatifs.
14. L’ope´rateur d’Alembertien ✷ = ηµν∂µ∂ν = 1
c2
∂ 2
∂t2
− −→∇2 est un invariant relativiste qui se re´duit a` (−−→∇2)
quand c→ +∞
36
chapitre 2 Relativite´ Ge´ne´rale et Extension aux Syste`mes Subatomiques
2.3.3 Gravitation et Inertie
En relativite´ restreinte, les re´fe´rentiels d’inertie anime´s d’un mouvement rectiligne et uni-
forme les uns par rapport aux autres sont tous e´quivalents pour de´crire les phe´nome`nes naturels.
Par contre, les re´fe´rentiels aime´s de mouvement acce´le´re´s sont le sie`ge de force a` caracte`re iner-
tiel laissant croire qu’ils sont dote´s d’un caracte`re absolu. En effet, en supposant deux masses
en mouvement relatif rectiligne et uniforme, il est tout a` fait e´quivalent de dire que la premie`re
masse et au repos alors que la deuxie`me se de´place ou vis-versa. Par contre, si l’une des deux
est acce´le´re´e par rapport a` l’autre, la situation n’est plus syme´trique car l’apparition d’une force
d’inertie agissant sur la particule acce´le´re´e confe`re au mouvement acce´le´re´ un caracte`re absolu.
Pour e´tendre le principe de Relativite´ aux re´fe´rentiels acce´le´re´s, Einstein a remarque´ qu’il
pouvait attribuer les forces d’inertie a` l’existence d’un champ de gravitation. Cette e´quivalence
est rendue possible graˆce a` la proprie´te´ du champ de gravitation d’acce´le´rer tous les corps a`
la meˆme acce´le´ration. Cette proprie´te´ trouve ses origines profondes dans l’e´galite´ des masses
pesante et inertielle d’un meˆme corps.
La masse inertielle mi, qui intervient dans le principe fondamental de la dynamique
−→
F =
mi
−→a , est la grandeur qui exprime la capacite´ d’un corps a` re´sister a` toute modification de son e´tat
de mouvement. Par contre, la masse gravitationnelle mg, qui intervient dans la loi de gravitation
de Newton −→F = (−GMgmg/r2)−→er , exprime la capacite´ du meˆme corps a` interagir avec un
autre corps Mg situe´ a` une certaine distance de lui. Ainsi, l’acce´le´ration du corps plonge´ dans un
champ gravitationnel −→g = −−→∇φ est donne´e par
−→a = −
(
mg
mi
)−→∇φ. (2.115)
2.3.4 Principe d’Equivalence
Il est bien connu expe´rimentalement, de´ja` depuis Galile´e jusqu’aux versions re´centes de l’ex-
perience d’Eo¨tvo¨s , que le rapport mg/mi est le meˆme pour toutes les particlues. Par un choix
approprie´ d’unite´s, il est toujours possible de se ramener a` la situation d’e´galite´ entre les masses
inertielle et gravitationnelle de sorte que le rapport soit e´gal a` l’unite´. Dans ce cas, il est bien
e´vident que le mouvement d’une particule sous l’effet d’un champ gravitationnel est inde´pendant
de la nature de cette particule −→a = −→g . (2.116)
Alors que l’e´galite´ des masses pesante et inerte e´tait purement ”accidentelle” (une coı¨nci-
dence) dans la Me´canique Classique de Newton, elle revet un caracte`re fondamental dans la
nouvelle the´orie de gravitation ; elle constitue l’argument cle´ qui a incite´ Einstein d’e´noncer le
Principe d’Equivalence en vue d’e´tendre le Principe de Relativite´ a` tous les re´fe´rentiels.
Dans la formulation faible du Principe d’Equivalence, l’e´galite´ entre la masse inerte et pe-
sante d’un meˆme corps, ve´rifie´e expe´rimentalement, est de´sormais postule´e comme exacte [92].
Une autre conse´quence du Principe d’Equivalence de´coule de l’utilisation de la proprie´te´ du
champ gravitationnel a` communiquer la meˆme acce´le´ration a` tous les corps (2.116). En effet,
pour un corps en chute libre dans un champ gravitationnel homoge`ne, la force inertielle due a`
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l’acce´le´ration est contrebalance´e par la force gravitationnelle, de sorte que pour un re´fe´rentiel
galile´en en chute libre, tous les corps libres, se de´plac¸ant conforme´ment a` l’e´quation [92]
mi
d 2−→r ′
dt2
= (mg −mi)−→g = −→0 , (2.117)
posse`dent des acce´le´rations relatives nulles. Dans ce re´fe´rentiel, tous ces corps ne sont soumis
a` aucune force et se de´placent suivant des lignes droites a` vitesses constantes. Einstein postule
ainsi l’e´quivalence de tels re´fe´rentiels d’inertie avec les re´fe´rentiels galile´ens, situe´s dans des
re´gions suffisamment e´loigne´s de toute influence d’une distribution mate´rielle.
Inversement, un observateur au repos dans un champ gravitationnel homoge`ne et un obser-
vateur acce´le´re´ dans un re´fe´rentiel galile´en e´loigne´ de toute source masse obtiennent les meˆmes
re´sultats en effectuant des expe´riences similaires.
Le Principe d’Equivalence peut s’e´noncer comme suit [103] ”Un re´fe´rentiel uniforme´ment
acce´le´re´ est localement e´quivalent a` un re´fe´rentiel inertiel plonge´ dans un champ de gravi-
tation”.
Il est a` noter que cette e´quivalence n’est valable que localement, pour garantir au champ
gravitationnel newtonien d’eˆtre constant ; ceci n’a lieu que dans la mesure que les inhomoge´ı¨te´s,
en module et en direction, du champ de gravitation peuvent eˆtre ne´glige´es.
2.3.5 Postulat de Relativite´ Ge´ne´rale
En relativite´ restreinte, la classe des re´fe´rentiels galile´ens, en mouvement rectiligne et uni-
forme les uns par rapport autres, est privile´gie´e pour de´crire les phe´nome`nes physiques. Guide´
par l’intuition selon laquelle les phe´nome`nes physiques sont inde´pendants du re´fe´rentiel dans
lequel sont exprime´es leurs lois, et par le Principe d’Equivalence, Einstein e´tend le principe de
Relativite´ a` tous les re´fe´rentiels, sans aucune restriction sur leurs e´tats de mouvement relatifs.
Pour lui [104] ”Tous les corps de re´fe´rence, quels que soient leurs e´tats de mouvement, sont
e´quivalents pour la description des lois de la nature”.
Pour que les lois physiques gardent la meˆme forme lors du passage d’un re´fe´rentiel de co-
ordonne´es a` un autre, il suffit de les exprimer sous forme tensorielle. Dans ce cas, les lois sont
covariantes par transformations arbitraires de coordonne´es, autrement dit, elles posse`dent une
forme inde´pendante du re´fe´rentiel dans lequel elles sont exprime´es.
Conforme´ment au Principe d’Equivalence, les termes inertiels qui apparaissent lors du pas-
sage d’un re´fe´rentiel galile´en a` un re´fe´rentiel acce´le´re´ peuvent eˆtre explique´s par l’introduction
d’un champ gravitationnel. Ainsi, la relativite´ restreinte serait un cas particulier de la nouvelle
the´orie de la relativite´ ge´ne´rale quand les champs de gravitation sont tre`s faibles, voir inexistants.
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2.3.6 La Gravitation selon Einstein
L’adoption du Principe d’Equivalence, vu le caracte`re universel de l’interaction gravitation-
nelle, conduit Einstein a ne pas voir la gravitation comme une force, au sens conventionnel, mais
plutoˆt comme la manifestation de la courbure de l’espace-temps, due a` la pre´sence d’une distribu-
tion mate´rielle ou bien d’e´nergie 15. Une particule test re´pond a` cette courbure de l’espace-temps
en suivant une trajectoire dite ge´ode´sique de fac¸on a` minimiser la distance de son parcours.
Interpre´tation ge´ome´trique de la Gravite´
Soit un repe`re un re´fe´rentiel galile´en muni d’un repe`reR(OXY Z), et conside´rons un deuxie`me
re´fe´rentiel R′(OX ′Y ′Z ′) en rotation autour de l’axe commune (OZ) avec la vitesse angulaire
constante ω (voir figure 2.1).
X
Y
O
α = ωt
X
′
Y
′
x
y M
x
′
y
′
FIGURE 2.1 – Deux repe`res en rotation
On se place dans le cas ou` le temps s’e´coule de la meˆme manie`re dans les deux re´fe´rentiels.
Dans ce cas, un point quelconque est repe´re´ par les coordonne´es M(x, y, z) dans le re´fe´rentiel
galile´en R(OXY Z), alors que ses coordonne´es dans le repe`re non galile´en R′(OX ′Y ′Z) sont
M(x
′
, y
′
, z
′
) de telle sorte que
x = x
′
cos(ωt)− y′ sin(ωt)
y = x
′
sin(ωt) + y
′
cos(ωt)
z = z
′
t = t
′
(2.118)
Conforme´ment a` (2.1), qui donne
ds2 = (c dt)2 − dx2 − dy2 − dz2, (2.119)
15. Suite a` l’e´quivalence masse-e´nergie.
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et de la transformation (2.118), le carre´e de l’intervalle dans le re´fe´rentiel non galile´en est donne´
par [89]
ds2 =
[
c2 − ω2
(
x
′ 2 + y
′ 2
)]
dt
′ 2 − dx′ 2 − dy′ 2 − dz′ 2 −
(
2ω x
′
)
dy
′
dt
′
+
(
2ω y
′
)
dx
′
dt
′
.
(2.120)
Il est claire que, quelque soit la transformation du temps, cette expression ne peut jamais se
re´duire a` la forme (2.119) de l’expression du carre´ d’interval infinite´simal d’un re´fe´rentiel ga-
lile´en ; dans un re´fe´rentiel non galile´en, l’expression du carre´ de l’intervalle est plutoˆt de la forme
ge´ne´rale
ds2 = g
′
µν dx
′µdx
′ν , (2.121)
tel que les sommes sont effectue´es pour µ, ν = 0, 1, 2, 3 et la me´trique g′µν = g
′
µν(x
′σ) de´pend
des coordonne´es de l’espace-temps.
En vertu du Principe d’Equivalence, les effet inertiels qui se manifestent dans le re´fe´rentiel
non galile´en, a` travers les termes non diagonaux (∼ dy′dt′) et (∼ dx′dt′), peuvent eˆtre attribue´s
a` un champ de gravitation, a` condition de conside´rer R′(OX ′Y ′Z) au repos. Les composantes
du tenseur me´trique g′µν(x
′σ) qui figurent dans (2.121) de´crivent les effets de ce champ gravita-
tionnel ; ces effet se manifestent a` travers la ge´ome´trie de l’espace-temps.
Pourquoi une ge´ome´trie riemannienne
L’espace-temps de la Relativite´ Ge´ne´rale est pseudo-Rimannien de telle sorte qu’en l’ab-
sence de gravite´, il est toujours possible de se ramener a` un re´fe´rentiel d’inertie pour lequel
l’expression du carre´ d’intervalle est donne´e par (2.1). En imposant l’invariance de la signature
de l’espace-temps [94], pour ne pas avoir des discontinuite´s au niveau des composantes de la
me´trique de l’espace-temps gµν conduisant a` l’apparition de singularite´s, dans ce cas, la signa-
ture d’un tel espace-temps de la relativite´ ge´ne´rale est la meˆme que celle de l’espace-temps de
Minkowski (+,−,−,−). Par contre, il faut savoir qu’un espace riemannien posse`de une signa-
ture (+,+,+,+) car il est localement e´quivalent a` un espace euclidien pour lequel l’expression
du carre´ de l’interval est donne´e par ds2 ≃ (dx0)2 + (dx1)2 + (dx2)2 + (dx3)2.
La de´finition d’un espace pseudo-riemannien est analogue a` celle de l’espace riemannien.
En effet, dans un espace pseudo-euclidien a` 4 dimensions, il est toujours possible de de´finir
un syste`me d’axes rectilignes et orthonorme´s {Xµ} de fac¸on que la distance entre deux points
infiniment voisins (X0, X1, X2, X3) et (X0 + dX0, X1 + dX1, X2 + dX2, X3 + dX3) est telle
que
ds2 =
(
dX0
)2 − (dX1)2 − (dX2)2 − (dX3)2 . (2.122)
Lors d’un passage au syste`me de coordonne´es curvilignes {xµ}, l’expression pre´ce´dente (2.122)
se met sous la forme quadratique fondamentale
ds2 = gµν dx
µ dxν . (2.123)
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Contrairement a` un espace pseudo-euclidien, dans un espace pseudo-riemannien, il n’est ja-
mais possible de de´finir un syste`me d’axes rectilignes de telle sorte a` garantir a` la forme quadra-
tique fondamentale (2.123) de se re´duire a` la forme (2.122) pour tous les points de l’espace. La
forme (2.122) peut eˆtre ve´rifie´e localement, mais pas globalement.
Les de´finitions, exprime´es dans la section pre´ce´dente pour un espace riemannien, par exemple
du tenseur de courbure, tenseur de Ricci, tenseur d’Einstein, · · · , ect, restent valables pour
l’espace-temps pseudo-riemannien a` dimension 4 de la relativite´ ge´ne´rale.
2.3.7 Equations de mouvement d’une particule
Particule libre
Conside´rons une particule libre de position −→r et de vitesse −→v dans un re´fe´rentiel galile´en.
L’action de cette particule est par de´finition l’inte´grale du lagrangien
S =
∫ t2
t1
L(−→r ,−→v )dt. (2.124)
En introduisant le temps propre 16 dτ = dt
√
1− v2/c2, l’action pre´ce´dente se met alors sous la
forme
S =
∫ τ2
τ1
L√
1− v2
c2
dτ. (2.125)
La fac¸on la plus simple d’imposer a` l’action d’eˆtre un invariant relativiste est de chercher l’inte´grant
L/
√
1− v2
c2
sous forme d’une constante. Le passage a` la limite classique permet de fixer cette
dernie`re a` −mc2, de sorte a` avoir
S = −mc2
∫ t2
t1
√
1− v
2
c2
dt (2.126)
Dans le but d’exprimer (2.126) en fonction de l’interval infinite´simal ds entre deux e´ve´nements
infiniment voisins (x, y, z, t) et (x+ dx, y + dy, z + dz, t + dt), nous avons par de´finition
ds2 = ηµν dx
µdxν = (c dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2
= c2 dt2
{
1− 1
c2
[(
dx
dt
)2
+
(
dx
dt
)2
+
(
dx
dt
)2]}
= c2 dt2
(
1− v
2
c2
)
.
Ainsi
ds = c
√
1− v
2
c2
dt = c dτ. (2.127)
16. C’est un invariant relativiste
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En tenant compte de (2.127), l’expression de l’action (2.126) d’une particule libre, e´voluant entre
deux e´ve´nements E1(−→r1 , t1) et E2(−→r2 , t2), se met finalement sous la forme covariante
S = −mc
∫ E2
E1
ds. (2.128)
Pour de´terminer l’e´quation de mouvement de la particule libre, appliquons le principe de
moindre action a` (2.128)
δS = −mc
∫ E2
E1
δds = 0. (2.129)
Pour ce faire, calculons la variation du carre´ de l’interval infinite´simal dans un espace-temps de
Minkowski
δds2 = δ (ηµν dx
µdxν)
2 ds δds = ηµν (δdx
µ) dxν + ηµν dx
µ (δdxν) . (2.130)
La syme´trie de la me´trique de Minkowski (ηµν = ηνµ) ainsi que l’interversion des indices muets
µ et ν nous permet de de´duire que
δds = ηµν (δdx
µ)
dxν
ds
=
dxµ
ds
δdxµ. (2.131)
Compte tenu de la de´finition du quadrivecteur vitesse de la particule Uµ = dxµ/dτ et de la
relation (2.127), nous aboutissons finalement a` la relation
δds =
Uµ
c
δdxµ. (2.132)
En remplac¸ant (2.132) dans (2.129)
δS = −mc
∫ E2
E1
Uµ
c
δdxµ = 0,
il est ainsi possible, par une simple inte´gration par parties et sachant que δdxµ = d(δxµ), d’avoir
−m
∫ E2
E1
d (Uµ δx
µ) +m
∫ E2
E1
dUµ δx
µ = 0
−m
[
Uµ δx
µ
]E2
E1︸ ︷︷ ︸
0
+m
∫ E2
E1
dUµ
ds
ds δxµ = 0 ∀ δxµ
Pour des δxµ arbitraires mais nuls aux frantie`res 17, le principe de moindre action permet finale-
ment d’aboutir a` l’e´quation de mouvement
dUµ
ds
= 0, (2.133)
pour une particule libre.
17. La condition δxµ(E1) = δxµ(E2) = 0 permet d’annuler le premier terme de l’inte´grale pre´ce´dente
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Equation des ge´ode´siques
Le mouvement d’une particule qui e´volue dans un champ de gravitation entre deux e´ve´nements
E1(
−→r1 , t1) et E2(−→r2 , t2) peut eˆtre de´crit en utilisant l’action
δ
∫ E2
E1
ds = 0. (2.134)
Le champ de gravitation agit sur la particule a` travers la me´trique gµν en modifiant la structure de
l’espace-temps. Pour tenir compte de la gravitation, nul besoin d’ajouter un terme d’interaction
de la particule avec le champ de gravitation, il suffit pour cela de prendre gµν au lieu de ηµν dans
la de´finition de l’interval infinite´simal
ds2 = gµν dx
µdxν . (2.135)
La variation de ds2
δds2 = δ (gµν dx
µdxν)
2 ds δds = δgµν dx
µdxν + 2 gµν (δdx
µ) dxν
nous permet de de´duire que
δds =
[
1
2
δgµν
dxµ
ds
dxν
ds
+ gµν
δdxµ
ds
dxν
ds
]
ds.
En inte´grant par parties entre les e´ve´nements E1 et E2, sachant que δxµ(E1) = δxµ(E2) = 0 aux
frontie`res, et en intervertissant entre la diffe´rentielle et la variation 18, il est possible d’e´crire
0 =
∫ E2
E1
δds
=
∫ E2
E1
{
1
2
δgµν
dxµ
ds
dxν
ds
+
d
ds
(
gµν
dxν
ds
δxµ
)
− d
ds
(
gµν
dxν
ds
)
δxµ
}
ds
=
∫ E2
E1
{
1
2
δgµν
dxµ
ds
dxν
ds
− d
ds
(
gµν
dxν
ds
)
δxµ
}
ds+
[
gµν
dxν
ds
δxµ
]E2
E1
=
∫ E2
E1
{
1
2
δgµν
dxµ
ds
dxν
ds
− d
ds
(
gµν
dxν
ds
)
δxµ
}
ds
=
∫ E2
E1
{
1
2
(
∂gµν
∂xℓ
δxℓ
)
dxµ
ds
dxν
ds
− d
ds
(
gℓν
dxν
ds
)
δxℓ
}
ds
=
∫ E2
E1
{
1
2
(
∂gµν
∂xℓ
δxℓ
)
dxµ
ds
dxν
ds
−
(
dgℓν
ds
dxν
ds
+ gℓν
d 2xν
ds2
)
δxℓ
}
ds
=
∫ E2
E1
{
1
2
(
∂gµν
∂xℓ
δxℓ
)
dxµ
ds
dxν
ds
−
(
∂gℓν
∂xµ
dxµ
ds
dxν
ds
+ gℓν
d 2xν
ds2
)
δxℓ
}
ds. (2.136)
18. d
ds
(δxmu) = δ dx
mu
ds
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Sachant que les indices de sommation µ et ν sont muets 19, nous avons
∂gℓν
∂xµ
dxµ
ds
dxν
ds
=
1
2
(
∂gℓν
∂xµ
dxµ
ds
dxν
ds
+
∂gℓµ
∂xν
dxν
ds
dxµ
ds
)
, (2.137)
de sorte que (2.136) se re´duit a`
0 =
∫ E2
E1
{
1
2
(
∂gµν
∂xℓ
− ∂gℓν
∂xµ
− ∂gℓµ
∂xν
)
dxµ
ds
dxν
ds
− gℓν d
2xν
ds2
}
δxℓds.
Pour des δxℓ arbitraires et compte tenu de (2.34), le principe de moindre action conduit finale-
ment a` l’e´quation des ge´ode´siques suivante
d 2xν
ds2
+ Γνµρ
dxµ
ds
dxρ
ds
= 0. (2.138)
Ce re´sultat est en parfait accord avec le Principe d’Equivalence, en vertu du duquel, il est tou-
jours possible de passer d’un syste`me de coordonne´es galile´en {x(0)λ}, dans lequel le mouvement
d’une particule libre est une ligne droite tel que
d 2x(0)λ
dτ 2
= 0, (2.139)
vers un nouveau syste`me de coordonne´ {xλ} quelconque de sorte que (2.139) se met la forme
0 =
d
dτ
(
∂x(0)λ
∂xρ
dxρ
dτ
)
=
∂x(0)λ
∂xρ
d2xρ
dτ 2
+
∂
∂xµ
(
∂x(0)λ
∂xρ
)
dxµ
dτ
dxρ
dτ
,
et donne, apre`s contraction par (∂xν/∂x(0)λ)
0 =
∂xν
∂x(0)λ
∂x(0)λ
∂xρ︸ ︷︷ ︸
δνρ
d2xρ
dτ 2
+
(
∂xν
∂x(0)λ
∂ 2x(0)λ
∂xµ∂xρ
)
dxµ
dτ
dxρ
dτ
, (2.140)
l’e´quation des ge´ode´siques
d 2xν
dτ 2
+ Γνρµ
dxµ
dτ
dxρ
dτ
= 0. (2.141)
Ainsi, le passage direct de l’e´quation de mouvement d’une particule libre en relativite´ res-
treinte dUν/ds = 0 vers l’e´quation de la meˆme particule en pre´sence d’un champ de gravitation
se fait par le remplacement de la de´rive´e ordinaire dUν du quadrivecteur vitesse par sa de´rive´e
covariante
0 =
DUν
ds
=
dUν
ds
+ Γνµρ U
µ dx
ρ
ds
=
d
ds
(
c
dxν
ds
)
+ Γνµρ
(
c
dxµ
ds
)
dxρ
ds
, (2.142)
de sorte a` retrouver l’e´quation (2.138).
Les particules libres se de´placent en lignes droites dans un espace-temps plat de Minkowski,
par contre en pre´sence de gravite´, qui courbe la structure de l’espace-temps, ces particules test se
de´placent suivant des ge´ode´siques de telle manie`re a` minimiser leurs distances parcourues.
19. ils peuvent eˆtre intervertis
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Approximation newtonienne pour les ge´ode´siques
Dans ce qui suit, on va s’inte´resser a` l’e´quation de mouvement d’une particule dans un champ
de gravitation faible et stationnaire. Dans ce cas, l’e´cart de la me´trique de l’espace-temps par
rapport a` la me´trique plate de Minkowski ηµν = (1,−1,−1,−1) est ne´gligeable de telle sorte a`
avoir
gµν = ηµν + hµν , (2.143)
avec |hµν | ≪ 1.
Nous assumons aussi que la vitesse de la particule est ne´gligeable devant celle de la lumie`re,
de sorte que les composantes de vitesse ve´rifient dxi/dt ≪ c (i = 1, 2, 3), ou` t est de´fini par
x0 = c t. Ceci revient a` imposer que
dxi
dτ
≪ dx
0
dτ
,
pour i = 1, 2, 3, vu que dans ce contexte il n’y a pas de diffe´rence entre le temps dans le repe`re
et le temps propre 20
dτ
dt
≃ 1. (2.144)
Avec toutes ces approximations, les deux derniers termes de l’e´quation de ge´ode´siques (2.138)
d 2xµ
dτ 2
+ Γµ00
(
dx0
dτ
)2
+ 2Γµ0i
dxi
dτ
dx0
dτ
+ Γµij
dxi
dτ
dxi
dτ
= 0,
sont ne´glige´s pour avoir finalement
d 2xµ
dτ 2
≃ −c2 Γµ00
(
dt
dτ
)2
≃ −c2 Γµ00. (2.145)
Compte tenu de la de´finition des symboles de Christoffel (2.34), l’e´quation pre´ce´dente donne
dans le cas ou` µ = 0 un re´sultat c d 2t/dτ 2 = 0, compatible avec (2.144), alors que pour µ = i,
nous avons
d 2xµ
dτ 2
≃ −c2 Γi00 =
c2
2
ηij∂jh00, (2.146)
avec i, j = 1, 2, 3. Dans un premier temps, remarquons que cette dernie`re e´quation peut eˆtre
re´e´crite sous forme vectorielle
d 2−→r
dt2
= −c
2
2
−→∇h00. (2.147)
En deuxie`me lieu, l’e´quation de Newton d’une particule 21 soumise a` un potentiel gravitationnel
φ = −GM/r est donne´e par
d 2−→r
dt2
= −−→∇φ. (2.148)
20. En vertu de (2.127), nous avons pour des vitesses faibles c2(dτ/dt)2 = c2 − v2 ≃ c2.
21. Le principe fondamental de dynamique s’e´crit m d
2−→r
dt2
= −−→∇V , ou` l’e´nergie potentielle gravitationnelle est
relie´e au potentiel par V = mφ.
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La comparaison entre (2.147) et (2.148), tout en exigeant que la me´trique de l’espace-temps
devienne minkowskienne quand la particule m s’e´loigne de la source du champs M (i.e h00 → 0
quand r → +∞), permet de retrouver la relation importante
g00 = 1 +
2φ
c2
, (2.149)
qui exprime clairement une identification des effets gravitationnels avec la ge´ome´trie de l’espace-
temps.
2.3.8 Equations d’Einstein
Apre`s avoir de´termine´ les e´quations des ge´ode´siques qui expriment comment la courbure de
l’espace-temps agit sur la matie`re pour se manifester sous forme d’un champ gravitationnel, il
faut a` pre´sent de´terminer les e´quations qui permettent de de´crire la ge´ne´ration du champ gravita-
tionnel par une source mate´rielle ; ces e´quations relativistes sont les Equations d’Einstein ; elles
se re´duisent a` la limite non relativiste a` l’e´quation de Poisson.
De fac¸on analogue aux e´quations de Maxwell qui de´terminent comment les champs e´lectrique
et magne´tique re´pondent aux courants et charges, les e´quations d’Einstein montrent comment la
me´trique de l’espace-temps re´pond a` l’e´nergie et l’impulsion de la source mate´rielle. De plus,
pour eˆtre manifestement covariantes, elles doivent eˆtre exprime´es sous forme tensorielle.
De la Loi de Newton universelle aux Equations d’Einstein
Dans la the´orie de Newton, le champ de gravitation−→g = −−→∇φ est de´finit par la distribution
de masse conforme´ment a` l’e´quation de Poisson (2.114), le terme de gauche fait intervenir le
potentiel par ses de´rive´es secondes, alors que le terme a` droite est proportionnel a` la densite´ de
masse ρm. En relativite´ ge´ne´rale, le potentiel gravitationnel est remplace´ par les composantes de
la me´trique 22 gµν , alors que la densite´ doit eˆtre remplace´e par le tenseur e´nergie-impulsion Tµν ,
dont la divergence nulle exprime la conservation de l’e´nergie et l’impulsion de la distribution
mate´rielle qui ge´ne`re le champ gravitationnel.
De fac¸on analogue a` l’e´quation de Poisson, les Equations d’Einstein doivent comporter un
membre sous forme d’un tenseur purement ge´ome´trique Kµν et un autre membre proportionnel
au tenseur e´nergie-impulsion Tµν de telle sorte a` avoir le profil suivant [78]
−→∇2 (gµν) ∝ Tµν . (2.150)
En particulier, le calcul du laplacien de la composante g00 qui figure dans (2.149), compte tenu
22. voir 2.149
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de l’e´quation de Poisson, donne
−→∇2g00 = −→∇2
(
1 +
2φ
c2
)
=
2
c2
(−→∇2φ)
=
2
c2
(4πGρm)
En supposant que T00 du tenseur e´nergie-impulsion repre´sente la densite´ d’e´nergie ρm c2, dans ce
cas nous aboutissons a` −→∇2g00 = 8πG
c4
T00. (2.151)
En plus d’eˆtre un tenseur qui s’exprime en fonction des secondes de´rive´es des composantes
de la me´trique, le tenseur ge´ome´trique Kµν doit aussi avoir une divergence nulle DµKµν = 0.
Le candidat qui re´pond a` ces deux exigences est le tenseur d’Einstein (2.104)
Gµν = Rµν − 1
2
gµν R (2.152)
ou` µ, ν = 0, 1, 2, 3.
Dans ce cas, les e´quations d’Einstein posse`dent la forme suivante
Rµν − 1
2
gµν R = χTµν , (2.153)
avec une constante d’Einstein qui doit eˆtre e´gale a` χ = 8πG
c4
pour pouvoir retrouver l’e´quation de
Poisson, a` la limite non relativiste.
Il faut savoir que le choix du tenseur ge´ome´trique Kµν n’est pas unique. En effet, a` cause du
the´ore`me de Ricci Dµgµν = 0 et de la syme´trie gµν = gνµ, Einstein et Eddington ont ajoute´ le
terme Λ gµν au tenseur Sµν , de sorte a` avoir l’e´quation
Rµν − 1
2
gµν R + Λ gµν =
8πG
c4
Tµν . (2.154)
L’usage de ce nouveau terme ne fait pas l’unanimite´ des physiciens 23 ; la valeur de la constante
cosmologique Λ est tre`s faible et n’intervient que pour tenir compte de quelques proble`mes cos-
mologiques. Touts les tests classiques des e´quations d’Einstein (Avance du pe´rihe´lie des plane`tes,
De´flexion des rayons lumineux par des objets massifs, De´calage des raies spectrales, · · · ) se font
quand Λ = 0.
23. meˆme Einstein s’est montre´ reticent apre`s l’avoir introduit, car il conduit a` l’apparition d’une gravite´ repulsive
[91]
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Equations du champ gravitationnel dans le vide
Une re´gion dans laquelle le tenseur e´nergie-impulsion est nul Tµν = 0 est appele´e vide. Pour
obtenir les e´quations d’Einstein dans le vide, re´ecrivons d’abord les e´quations d’Einstein (2.154)
sous une forme e´quivalente par une contraction par gµν
gµνRµν − 1
2
gµνgµν R = χ g
µνTµν
R− 4
2
R = χT.
Dans ce cas, la courbure scalaire est donne´e par
R = −χT, (2.155)
ou` T = T µµ repre´sente la trace du tenseur e´nergie-impulsion.
En remplac¸ant (2.155) dans (2.154) nous obtenons les e´quations d’Einstein suivantes
Rµν = χ
(
Tµν − 1
2
gµν T
)
. (2.156)
Dans le cas exte´rieur a` la source Tµν = 0, les e´quations d’Einstein (2.156) se mettent finale-
ment sous la forme
Rµν = 0. (2.157)
Tenseur e´nergie-impulsion
Pour les e´quations d’Einstein, le tenseur e´nergie-impulsion joue un roˆle analogue du quadri-
vecteur densite´ de courant Jµ(c ρ,−→j ), pour les e´quations de Maxwell. En effet, soit l’e´quation
de Maxwell
∂µF
µν = µ0J
ν ,
ou` F µν = ∂µAν−∂νAµ = −F νµ est le champ e´lectromagne´tique. En appliquant a` cette e´quation
la de´rive´e ∂ν , de telle sorte a` exploiter l’antisyme´trie de F µν , nous aboutissons a` l’e´quation de
continuite´
∂νJ
ν = 0.
De fac¸on analogue, en appliquant la de´rive´e covariante Dµ sur les deux membres de l’e´quation
d’Einstein nous avons aussi DµT µν = 0.
Le tenseur e´nergie-impulsion Tµν repre´sente la caracte´risation e´ssentielle d’un milieu mate´riel
dans un espace-temps, dont les composantes, dans un re´fe´retiel minkowskien, ont la siginfication
physique suivante [98]
T µν =
(
T 00 T oj
T i0 T ij
)
=
 Densite´ d’e´nergie (Flux d’e´nergie)/cc×(Densite´ de quantite´
de mouvement)
Flux de quantite´
de mouvement
 (2.158)
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Dans un re´fe´rentiel galile´en, la conservation du tenseur e´nergie-impulsion s’exprime en fonction
d’une de´rive´e ordinaire ∂µT µν = 0. Cette condition exprime, a` la fois, la conservation d’e´nergie
∂tT
00 + c ∂jT
0j = 0 et la conservation de la quantite´ de mouvement ∂tT i0 + c ∂jT ij = 0.
Pour une distribution spatialement borne´e de fluide parfait, le tenseur e´nergie-impulsion est
donne´e par
T µν = (ρm + p)U
µ Uν + p gµν , (2.159)
ou` Uµ = dxµ/dτ = (γuc, γu
−→u ) repre´sente le quadrivecteur vitesse du fluide et p la pression
interne isotrope.
Conside´rons une distribution de masses ponctuelles identiques sans interactions mutuelles,
commune´ment appele´ nuage de poussie`re en litte´rature. Dans ca cas, les pressions sont ne´glige´s
de sorte a` avoir
T µν = ρm U
µ Uν . (2.160)
Dans un re´fe´rentiel galile´en, nous avons les composantes suivantes [91]
T 00 = ρm U
0 U0 = (γu)
2ρmc
2 (2.161)
T 0i = ρm U
0 U i = (γu)
2ρmc u
i (2.162)
T ij = ρm U
i U j = (γu)
2ρmu
i uj (2.163)
avec −→u (u1, u2, u3) et γu = 1 dans le repe`re ou` le fluide est au repos.
Nous avons T 00 ∼ c2, T 0i ∼ cui, T ij ∼ uiuj , ainsi dans l’approximation des vitesses faibles,
la densite´ d’e´nergie est la composante pre´ponde´rante T 00 ≫ T 0i ≫ T ij .
Soulignons finalement le fait que le tenseur e´nergie-impulsion ne peut pas rendre compte des
effets quantiques qui interviennent au niveau atomique car il a e´te´ de´fini de fac¸on a` permettre la
description de la matie`re a` une e´chelle macroscopique.
Limite newtonienne pour les Equations d’Einstein
L’approximation newtonienne s’obtient a` la limite non relativiste dans laquelle le champ
gravitationnel stationnaire (∂0gµν = 0) est si faible qu’il est vu comme une perturbation, au
premier ordre, de la me´trique minkowskienne (gµν = ηµν + hµν avec |hµν | ≪ 1). Dans ce cas,
les particules re´pondent a` ce champ avec des vitesses faible par rapport a` la vitesse de la lumie`re
(v ≪ c).
Le calcul pre´liminaire qui a conduit a` (2.151), nous sugge`re de ne prendre que la composante
00 du tenseur de Ricci qui figure dans l’e´quation d’Einstein (2.156) pour avoir
R00 = χ
(
T00 − 1
2
g00 T
)
. (2.164)
En premier lieu, calculons R00 a` la limite non-relativite. Pour ce faire, contractons le tenseur
de riemann (2.86) de sorte a` avoir
R00 = ∂µΓ
µ
00 − ∂0Γµ0µ + ΓµνµΓν00 − Γν0µΓµν0. (2.165)
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Dans l’approximation newtonienne du champ faible, pour laquelle 24 gµν ≈ ηµν − hµν , les sym-
boles de Christoffel stationnaires (∂0Γµ0µ = ∂0Γ000 = 0) sont de´finis au premier ordre 25 de telle
sorte a` pouvoir ne´gliger leurs produits d’ordre deux. Dans ce cas, nous avons au premier ordre
de perturbation
R00 ≈ ∂iΓi00 ≈
1
2
−→∇2g00, (2.166)
ou` i = 1, 2, 3.
D’autre part, en supposant que la densite´ d’e´nergie T00 = ρc2 soit la composante pre´ponde´rante
du tenseur e´nergie-impulsion de sorte que T = T00− T11 − T22− T33 ≈ T00, le membre droit de
(2.164) se re´duit a`
χ (T00 − g00 T/2) ≈ χ (T00 − T00/2) = χT00/2 (2.167)
En tenant compte de (2.167) et (2.166), l’e´quation (2.164) se re´duit a`
−→∇2g00 = χT00. (2.168)
La comparaison de (2.168) avec (2.151) permet finalement de fixer la valeur de la constante
d’Einstein a`
χ =
8πG
c4
, (2.169)
tel que G est la constante de gravitation de Newton et c est la vitesse de la lumie`re.
Trajectoires de particules ponctuelles libres
Conside´rons un ensemble de particules libres dans un espace-temps courbe de telle sorte
qu’ils n’entrent pas en collisions ; un tel syste`me peut eˆtre de´crit par le tenseur e´nergie-impulsion
(2.160). Compte tenu de la condition DνT µν = 0, nous avons d’une part 26
Dν (ρU
µ Uν) =
[
Dν (ρU
ν)
]
Uµ + ρUν (DνU
µ) = 0 (2.170)
D’autre part, en effectuant la de´rive´e covariante de la condition de normalisation 27 Uµ Uµ = c2,
nous avons
(DνU
µ)Uµ + U
µ (DνUµ) = 0
2 (DνU
µ)Uµ = 0,
24. En effet, nous avons au premier ordre de perturbation
gµνgνσ ≈ (ηµν − hµν) (ηνσ + hνσ) = ηµνηνσ − ηνσhµν + ηµνhνσ + hµνhνσ︸ ︷︷ ︸
ne´glige´
≈ δµσ − hµσ + hµσ ≈ δµσ
25. D’apre`s (2.34) nous avons au premier ordre de perturbation Γρµν ≈ 12 ηρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν)
26. pour alle´ger l’e´criture la densite´ de masse est e´crite ρ
27. La condition ds2 = gµνdxµdxν implique que 1 = gµν dx
µ
ds
dxν
ds
= 1
c2
gµν
dxµ
dτ
dxν
dτ
= 1
c2
gµν U
µ Uν =
1
c2
Uµ Uµ
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ou encore finalement
(DνU
µ)Uµ = 0. (2.171)
Pour pouvoir utiliser la condition de normalisation ainsi que (2.171), contractons la relation
(2.170) par Uµ de sorte a` avoir
0 =
[
Dν (ρU
ν)
]
(UµUµ) + ρU
ν
[
(DνU
µ)Uµ
]
0 = c2 Dν (ρU
ν)
ou encore
Dν (ρU
ν) = 0. (2.172)
En remplac¸ant (2.172) dans (2.170) nous aboutissons finalement a` l’e´quation [91]
Uν(DνU
µ) = 0, (2.173)
car ρ est non nulle. Cette dernie`re e´quation conduit a` l’e´quation des ge´ode´siques
DUµ = (DνU
µ) dxν = 0.
Le calcul pre´ce´dent re´ve`le l’une des diffe´rences fondamentales entre la gravitation est l’e´lectro-
magne´tisme. En effet, les e´quations d’Einstein contiennent en fait, a` la fois, les e´quations du
champ gravitationnel lui-meˆme ainsi que l’e´quation de mouvement des masses qui cre´ent ce
champ, contrairement aux e´quations de Maxwell qui ne conduisent qu’a` l’e´quation de conser-
vation de la charge totale ∂µJµ = ∂ρ∂t +
−→∇ .−→j = 0, et ne donne ainsi aucune information
sur le mouvement des charges qui cre´ent le champ e´lectromagne´tique [86]. Autrement dit, en
e´lectromagne´tisme, l’e´quation de mouvement de charges e´lectriques sous l’action de la force de
Lorentz n’est pas une conse´quence des e´quations de Maxwell, contrairement a` ce qui se passe
pour la gravitation ou` les e´quations de mouvement de particules test selon des ge´ode´siques sont
issues des e´quations d’Einstein elles-meˆme 28.
Une autre diffe´rence fondamentale entre les interactions e´lectromagne´tique et gravitation-
nelle est que les e´quations de Maxwell sont line´aires alors que les e´quations d’Einstein sont
non line´aires. Pour cette raison, le principe de superposition des champs applicable pour le
champ e´lectro-magne´tique ne s’applique plus pour le champ gravitationnel, sauf dans le do-
maine line´aire des champs faibles ou` la me´trique est vue comme une perturbation, au premier
ordre, de la me´trique de Minkowski gµν = ηµν + hµν avec |hµν | ≪ 1.
Source et particule d’e´preuve
Pour l’interaction gravitationnelle, en se donnant une distribution particulie`re de matie`re
”dense”, la courbure de l’espace-temps est fixe´e par les e´quations du champ gµν a` l’exte´rieur
de cette source. Le mouvement des particules test est aussi fixe´, car la re´ponse de ces particules
d’e´preuves a` cette courbure se fait en suivant des ge´ode´siques. Cette situation est bien re´sume´e
par Wheeler [90] ”La matie`re dicte a` l’espace comment se courber alors que l’espace dicte a` la
28. Ou de fac¸on plus pre´cise, les e´quations des ge´ode´siques de´coulent de la conservation du tenseur e´nergie-
impulsion. Si on postule les e´quations d’Einstein Gµν = χTµν avec l’exigence DµGµν = 0, nous pouvons voir la
conservation du tenseur e´nergie-impulsion DµTµν = 0 comme une conse´quence des e´quations d’Einstein.
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matie`re comment se de´placer”. Bien suˆr il faut savoir que cette situation est bien particulie`re car
dans le cas ou` on n’a plus affaire a` des particules test, la perturbation apporte´e par ces particules
au champ gravitationnel de la source mate´rielle ne peut plus eˆtre ne´glige´e. De plus, il va falloir
tenir compte des effets de l’interaction de ses particules avec leurs propres champ gravitationnel
(self-interaction), car dans ce cas le mouvement ne se fait plus selon des ge´ode´siques [105]-
[107]. Cette situation peut avoir lieu quand la masse totale de la premie`re distribution mate´rielle
est du meˆme ordre de grandeur que la masse de la seconde distribution mate´rielle, de sorte que
la distinction ”source” et ”particule test” n’a plus lieu d’exister.
2.3.9 La solution de Schwarzschild
La re´solution des e´quation d’Einstein se fait par la de´termination des composantes de la
me´trique gµν en se donnant une certaine distribution mate´rielle. La recherche de solutions a`
l’inte´rieur de la source ne´cessite l’utilisation d’une forme particulie`re du tenseur e´nergie-impulsion,
par contre la de´termination de solutions a` l’exte´rieur de cette distribution mate´rielle se fait en
annulant toutes les composantes de Tµν . La non-line´arite´ des e´quations d’Einstein complique
conside´rablement toute de´termination de solutions analytiques, encourageant ainsi le recours a`
la recherche de solutions pour des situations bien particulie`res. La premie`re re´solution, propose´e
dans ce sens, a e´te´ effectue´e par Karl Schwarzschild en 1916.
Syme´tries du proble`me et forme ge´ne´rale de l’invariant relativiste
En se donnant une distribution mate´rielle statique dote´e d’une syme´trie sphe´rique, il se
propose de de´terminer la me´trique de l’espace-temps a` l’exte´rieur de cette source. La de´marche
utilise´e consiste donc a` re´soudre l’e´quation d’Einstein dans le cas exte´rieur Rµν = 0, de telle
sorte a` exploiter les syme´tries du proble`me pour restreindre la forme de la solution gµν .
Pour une distribution de masse statique, il est possible de montrer, qu’en premie`re approxi-
mation, le potentiel newtonien en un point situe´e tre`s loin du centre de masse est proportionnel
l’inverse de cette distance φ ≈ −G(∫ ρm dV )/R. En effet, en adoptant un repe´rage par rapport
au centre de masse
∫
ρm
−→r dV = −→0 , de telle sorte a` annuler identiquement le moment dipolaire
tout en ne´gligeant les moments multipolaires d’ordres supe´rieurs, on montre que le champ gravi-
tationnel exte´rieur d’une telle distribution mate´rielle statique est dote´e d’une syme´trie sphe´rique
a` l’ordre le plus bas [86].
Pour un champ de gravitation exte´rieur isotrope et stationnaire, la forme des composantes
de la me´trique est soumise a` quelques restrictions. L’isotropie s’exprime par le fait que le carre´
de l’intervalle ds2 = gµνdxµdxν soit invariant pour tous les points e´quidistants au centre, de
sorte que sa dependence spatiale ne se manifeste qu’a` travers les termes R2, R dR et dR2 [91].
Le re´gime stationnaire implique des composantes de me´trique gµν sans de´pendance explicite en
temps, de plus l’invariance de ds2 par renversement du temps x0 → −x0 conduit a` l’annulation
des composantes g0i = g0i = 0 [90].
Pour de´terminer la forme la plus ge´ne´rale des composantes de la me´trique qui satisfait toutes
ces exigences, plac¸ons-nous, d’abord dans le cas d’une me´trique minkowskienne plate
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ds2 = (c dt)2 − dx2 − dy2 − dz2 qui s’exprime en coordonne´es sphe´riques
x = R sin θ cosφ , y = R sin θ sinφ , z = R cos θ
sous la forme
ds2 = (c dt)2 − dR2 − R2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) . (2.174)
La relation (2.174) sugge`re d’adopter, en coordonne´es sphe´riques xµ(c t, R, θ, φ), la forme la plus
ge´ne´rale suivante [92]
ds2 = c2 F (R) dt2 −E(R) dR2 −H(R) R2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) . (2.175)
d’une me´trique isotrope et statique , tel que F (R), E(R) et H(R) sont des fonctions, pour l’instant
arbitraires, mais qu’il va falloir de´terminer plus tard.
Dans le but de re´duire le nombre de fonctions arbitraires a` deux, introduisons la nouvelle
variable radiale r = R
√
H(R), avec laquelle la relation (2.175) prend la nouvelle forme suivante
ds2 = c2A(r) dt2 − B(r) dr2 − r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) , (2.176)
ou` A(r) et B(r) sont les nouvelles fonctions arbitraires.
Exploitation des e´quations d’Einstein dans le vide
Apre`s avoir de´termine´, en coordonne´es de Schwarzschild xµ(c t, r, θ, φ), la plus ge´ne´rale de
l’expression de l’invariant relativiste dans un espace isotrope et stationnaire, il reste a` pre´sent de
de´terminer les deux fonctions A(r) et B(r) figurant dans (2.176) par l’exploitation des e´quations
d’Einstein en dehors de la source Rµν = 0.
La de´marche de calcul est re´sume´e comme suit
1. De´terminer les composantes du tenseur me´trique.
2. Calculer les symboles de Christoffel non nuls par (2.34).
3. Calculer les composantes non nulles du tenseur de Ricci (2.93) en contractant le tenseur
de courbure (2.86).
4. Re´soudre les e´quations d’Einstein Rµν = 0, de telle sorte a` assurer la convergence asymp-
totique a` l’infini.
D’apre`s (2.176), il est clair que les seules composantes non nulles de la me´trique sont
gtt = A(r) (2.177)
grr = −B(r) (2.178)
gθθ = −r2 (2.179)
gφφ = −r2 sin2 θ (2.180)
alors que les composantes de la me´trique inverse sont plutoˆt donne´es par
gtt = 1/A(r) (2.181)
grr = −1/B(r) (2.182)
gθθ = −1/r2 (2.183)
gφφ = −1/(r2 sin2 θ) (2.184)
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du fait que gµνgνσ = δσµ .
D’apre`s (2.34), les neuf symboles de Christoffel non nuls sont donne´s par [101]
Γrtt = A
′
/(2B) Γθrθ = 1/r Γ
θ
φφ = − sin θ cos θ
Γrrr = B
′
/(2B) Γφrφ = 1/r Γ
φ
φθ = cos θ/ sin θ
Γttr = A
′
/(2A) Γrθθ = −r/B Γrφφ = −r sin2 θ/B
(2.185)
ou` A
′
et B
′ de´signent les de´rive´es respectives de A et B par rapport a` r.
La contraction du tenseur de courbure (2.86) permet de calculer les composantes non nulles
du tenseur de Ricci
Rµν = R
σ
µσν = ∂σΓ
σ
µν − ∂νΓσµσ + Γℓµν Γσℓσ − Γℓµσ Γσℓν , (2.186)
de telle sorte a` aboutir aux e´quations d’Einstein suivantes [101]
Rtt =
A
′′
2B
− A
′
4B
(
A
′
A
+
B
′
B
)
+
1
r
A
′
B
= 0 (2.187)
Rrr = −A
′′
2A
+
A
′
4A
(
A
′
A
+
B
′
B
)
+
1
r
B
′
B
= 0 (2.188)
Rθθ = 1 +
r
2B
(
B
′
B
− A
′
A
)
− 1
B
= 0 (2.189)
Rφφ = sin
2 θ Rθθ = 0 (2.190)
Commenc¸ons a` pre´sent l’exploitation des quatre e´quations d’Einstein pre´ce´dentes (de 2.187
a` 2.190). Notons que l’e´quation (2.190) ne contient aucune nouvelle information par rapport a`
(2.189), re´duisant ainsi le nombre d’e´quations d’Einstein utiles a` trois. Au lieu d’utiliser les deux
e´quations Rtt = 0 et Rrr = 0 de manie`re individuelle, calculons plutoˆt l’expression
0 =
Rrr
B
+
Rtt
A
=
1
rB
(
A
′
A
+
B
′
B
)
,
dont la re´solution par se´paration de variables donne
AB = K, (2.191)
ou` K est une certaine constante a` de´terminer moyennant une condition aux limites. On fixe la
valeur de cette constante, en exigeant que la me´trique de l’espace-temps tend a` devenir minkows-
kienne tre`s loin de la source ; autrement dit, pour que la me´trique (2.176) devienne sous la forme
(2.174) a` l’infini, nous imposons que
lim
r→+∞
A(r) = +1
lim
r→+∞
B(r) = +1
(2.192)
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de sorte que K = 1. Dans ce cas, nous avons donc la relation
B(r) = 1/A(r). (2.193)
A pre´sent, il ne reste plus qu’a` exploiter la dernie`re e´quation d’Einstein Rθθ = 0, qui donne
Rθθ = 1− A− rA′ = 1− d
dr
(rA) = 0, (2.194)
compte de (2.193). La re´solution de l’e´quation pre´ce´dente permet d’avoir la solution
A(r) = 1 + k/r, (2.195)
ou` k est une constante d’inte´gration.
Il ne reste plus qu’a` exiger une identification, quand r → +∞, entre la composante gtt donne´e
par (2.195) et la composante (2.149) e´crite en fonction du potentiel newtonien φ(r) = −GM/r
de telle sorte a` pouvoir e´crire la condition
gtt = 1 +
k
r
= 1 +
2(−GM/r)
c2
, (2.196)
qui fixe finalement la valeur de la constante d’inte´gration a` k = −2GM/c2. Ainsi, compte tenu
des relations (2.195) et (2.193), nous obtenons
A(r) =
(
1− 2GM
c2r
)
(2.197)
B(r) =
(
1− 2GM
c2r
)−1
(2.198)
Rappelons que M repre´sente la masse de la distribution de masse sphe´rique qui cre´e le champ
de gravitation.
La solution de Schwarzschild s’obtient en remplac¸ant les deux fonctions donne´es par (2.197)
et (4.100) dans (2.176) pour avoir finalement
ds2 = c2
(
1− 2GM
c2r
)
dt2 −
(
1− 2GM
c2r
)−1
dr2 − r2 (dθ2 + sin2 θ dφ2) . (2.199)
Le meˆme re´sultat (2.199) est obtenu meˆme si la condition de me´trique statique ∂0gµν dans
(2.176) est relaxe´e, i.e A(r, t) et B(r, t) ; autrement dit la solution est ne´cessairement statique
(The´ore`me de Birkhoff). Une conse´quence de ce re´sultat est que pour une e´toile s’effondrant de
fac¸on radiale en trou noir, de sorte que sa vitesse est dote´e d’une syme´trie sphe´rique, elle aura
toujours une solution de Schwarzschild comme me´trique exte´rieure [100].
55
chapitre 2 Relativite´ Ge´ne´rale et Extension aux Syste`mes Subatomiques
2.4 Approche de C.C.Barros
2.4.1 Introduction
Dans un travail re´cent, C.C.Barros [72, 73, 74] suppose que, d’une manie`re similaire a` la
gravite´, les interactions non gravitationnelles peuvent affecter les proprie´te´s de l’espace-temps.
A partir de cette hypothe`se, apparemment non justifie´e, il arrive a` de´crire l’atome d’hydroge`ne
de fac¸on tout a` fait ine´dite. En effet, en raison de la syme´trie sphe´rique du proble`me, il adopte
une me´trique similaire a` celle de Schwarzschild
ds2 = c2ξ(r)dt2 − r2(dθ2 + sin2 θdφ2)− [ξ(r)]−1dr2, (2.200)
et de fac¸on analogue a` ce qui se fait en Relativite´ Ge´ne´rale (RG), il incorpore l’interaction
e´lectrostatique V (r) ”proton-e´lectron” dans la me´trique de l’espace a` travers la relation [72]
ξ(r) =
(
1 +
V (r)
m0c2
)2
, (2.201)
avec m0c
2 et V (r) sont respectivement l’e´nergie au repos et l’e´nergie potentielle de l’e´lectron.
Pour ce faire, Barros utilise l’e´quation de Dirac d’une particule libre dans laquelle il substitue
les de´rive´es ordinaires par des de´rive´es covariantes, construites sur la base de la me´trique de
Schwarzschild. C’est ainsi qu’il arrive a` reproduire le spectre de l’atome d’hydroge`ne.
2.4.2 Principe
L’ide´e fondamentale consiste a` vouloir de´crire une particule soumise a` un potentiel non gra-
vitationnel qui affecterait la me´trique de l’espace-temps. Comme premie`re e´tape, un syste`me a`
syme´trie sphe´rique est conside´re´, mais l’ide´e de base pourrait eˆtre ge´ne´ralise´e a` des syste`mes
soumis a` des potentiels arbitraires.
Quadrivecteur e´nergie-impulsion et invariant relativiste
Ainsi, en utilisant une me´trique similaire a` celle de Schwarzschild (2.200), et a` partir de
l’expression de l’action d’une particule dont l’interaction, non gravitationnelle, est absorbe´e dans
la me´trique [86]
S ≡
∫
Ldt = −m0c
∫
ds = −(m0c2)
∫
dt
γs
,
il est possible de construire le lagrangien,
L =
−(m0c2)
γs
= −(m0c2)
√
ξ(r)− [ξ(r)]−1
(
dr
cdt
)2
− r2
[(
dθ
cdt
)2
+
(
dφ
cdt
)2
sin2 θ
]
.(2.202)
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Celui-ci permettra de de´terminer, d’une part, les principales grandeurs dynamiques relatives a` la
particule, e´voluant dans l’espace courbe, a` savoir les impulsions
Pr ≡ ∂L
∂
(
dr
dt
) = m0γs[ξ(r)]−1dr
dt
= −P1 (2.203)
Pθ ≡ ∂L
∂
(
dθ
dt
) = m0γsr2dθ
dt
= −P2 (2.204)
Pφ ≡ ∂L
∂
(
dφ
dt
) = m0γsr2 sin2 θdφ
dt
= −P3, (2.205)
l’e´nergie
E = (m0c
2)γs ξ(r) = cP0, (2.206)
de sorte a` de´finir le quadrivecteur e´nergie-impulsion Pµ = (P0, P1, P2, P3). Nous avons, d’autre
part, l’expression de l’invariant relativiste PµP µ = gµνPµPν = m20c2 qui se met sous la forme
explicite 29
E2
ξ(r)
=
[
ξ(r)P 2r +
P 2θ
r2
+
P 2φ
r2 sin2 θ
]
c2 +m20c
4. (2.207)
Principe de correspondance pour une me´trique de Schwarzschild
Pour pouvoir e´tablir des e´quations d’ondes quantiques, il faut adapter les principes de cor-
respondance d’e´nergie et d’impulsion, initialement formule´s dans un espace-temps plat de Min-
kowski
E → i~ ∂
∂t
, (2.208)
−→p → −i~
[
−→ex ∂
∂x
+−→ey ∂
∂y
+−→ez ∂
∂z
]
, (2.209)
a` un espace temps courbe dote´ d’une me´trique qu’on de´finit a` partir de (2.200) et qu’on e´crit sous
la forme
gµν = h−2µ η
µν , (2.210)
(sans sommation sur l’indice µ) ou` la me´trique de Minkowski est par de´finition ηµν = (1,−1,−1,−1)
et les coefficients hµ sont donne´s par
h0 =
√
ξ(r), (2.211)
h1 = 1/
√
ξ(r), (2.212)
h2 = r, (2.213)
h3 = r sin θ. (2.214)
29. Compte tenu de de la relation (2.210)
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Pour ce faire, il suffit de remplacer les de´rive´es spatiales et temporelle figurant dans (2.208) et
(2.209) par des de´rive´es covariantes [87, 75]
E → i~∇0 = i~ h−10
∂
∂t
, (2.215)
−→
P → −i~
[
−→e1h−11
∂
∂x1
+−→e2h−12
∂
∂x2
+−→e3h−13
∂
∂x3
]
= −i~
[
−→er
√
ξ(r)
∂
∂r
+−→eθ 1
r
∂
∂θ
+−→eφ 1
r sin θ
∂
∂φ
]
. (2.216)
Relation entre la me´trique et l’e´nergie potentielle de la particule
Le re´fe´rentiel du centre de masse est un re´fe´rentiel ou` −→P = −→0 (Pr = Pθ = Pφ = 0). Dans
un tel re´fe´rentiel, l’expression de l’invariant relativiste (2.207) devient
E(
−→
P =
−→
0 ) = (m0c
2)
√
ξ(r). (2.217)
D’autre part l’e´nergie totale, dans le re´fe´rentiel de centre de masse, s’e´crit comme la somme
de l’e´nergie au repos et de l’e´nergie potentielle
E(
−→
P =
−→
0 ) = m0c
2 + V (r), (2.218)
e´tant donne´ que l’e´nergie cine´tique est nulle.
La combinaison de (2.217) et (2.218) permet d’e´crire
√
ξ(r) =
m0c
2 + V (r)
m0c2
= 1 +
V (r)
m0c2
, (2.219)
ou encore finalement [72]
ξ(r) =
(
1 +
V (r)
m0c2
)2
. (2.220)
Pour les faibles potentiels, caracte´rise´s par V (r)/(m0c2)≪ 1, l’expression (2.220) se re´duit a` la
relation
ξ(r) ≃ 1 + 2V (r)
m0c2
. (2.221)
Avec (2.220), on retrouve au premier ordre l’expression usuelle en relativite´ ge´ne´rale
ξG =
(
1− GM
rc2
)2
≃ 1− 2GM
rc2
. (2.222)
pour l’interaction gravitationnelle (voir (2.199) pour comparaison).
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Equation d’onde quantique pour une particule de spin 1/2
Pour un espace-temps plat de Minkowski, l’e´quation de Dirac libre est donne´e par
(−→α .−→p c+ β m0c2)Ψ(−→r , t) = i~ ∂
∂t
Ψ(−→r , t) (2.223)
ou` les quatre matrices de Dirac figurant dans l’hamiltonien
−→α =
(
0 −→σ−→σ 0
)
β =
(
1 0
0 −1
)
, (2.224)
sont construites par les e´le´ments de la base des matrices complexes d’ordre (2 × 2) ; la matrice
identite´ 1 et les trois matrices de Pauli
σ1 =
(
0 1
1 0
)
σ2 =
(
0 −i
i 0
)
σ3 =
(
1 0
0 −1
)
, (2.225)
tel que −→σ = −→e1 σ1 +−→e2 σ2 +−→e3 σ3.
Pour de´terminer l’e´quation de Dirac correspondant a` l’espace-temps courbe, il faut substituer
les de´rive´es ordinaires figurant dans (2.223) par les de´rive´es covariantes (2.215) et (2.216),
construites sur la base de la me´trique de Schwarzschild,(−→α .−→P c+ β m0c2)Ψ(−→r , t) = i~∇0 Ψ(−→r , t), (2.226)
pour obtenir l’e´quation d’onde suivante{
i~√
ξ(r)
∂
∂t
}
Ψ(−→r , t) ={
− i~c−→α .
[
−→er
√
ξ(r)
∂
∂r
+−→eθ 1
r
∂
∂θ
+−→eφ 1
r sin θ
∂
∂φ
]
+ βm0c
2
}
Ψ(−→r , t).(2.227)
Solution stationnaire
Dans le cas stationnaire, la solution
Ψ(−→r , t) = ψ(r, θ, φ) e− iEt~ , (2.228)
est remplace´e dans (2.227) pour donner l’e´quation d’onde m0c
2 − E√
ξ(r)
−→σ .−→P c
−→σ .−→P c −m0c2 − E√
ξ(r)


ϕ
χ
 =

0
0
 , (2.229)
59
chapitre 2 Relativite´ Ge´ne´rale et Extension aux Syste`mes Subatomiques
ou`
χ =
(
ψ1
ψ2
)
ϕ =
(
ψ3
ψ4
)
. (2.230)
En utilisant la conservation du moment cine´tique orbital (par rapport au centre du champ
V (r) pris comme origine des coordonne´es) et de la parite´, il est possible de de´terminer comple`tement
la partie angulaire des solutions stationnaires qui s’e´crivent dans la repre´sentation standard sous
la forme [86]
ψ =
(
ϕ
χ
)
=
(
f(r) Ωj ℓm
(−1) 1+ℓ−ℓ
′
2 g(r) Ωj ℓ ′ m
)
, (2.231)
Les spineurs sphe´riques (partie angulaire de la solution) figurant dans (2.231) sont relie´s par
l’expression suivante
Ωj ℓ ′ m = i
ℓ−ℓ
′
(
−→σ .
−→r
r
)
Ωj ℓm, (2.232)
de sorte que les moments cine´tiques orbitaux soient relie´s au moment cine´tique total j par la
condition {
ℓ = j ± 1/2,
ℓ
′
= 2j − ℓ. (2.233)
Dans le but de de´terminer comple`tement la partie radiale de la solution, injectons (2.231) dans
(2.229) pour arriver au syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es [75]
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E√
ξ(r)
+m0 c
2
)
g(r)
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r)
(2.234)
tel que
x =
{
− (j + 1/2) = −(ℓ + 1) pour : j = ℓ+ 1/2,
+ (j + 1/2) = ℓ pour : j = ℓ− 1/2. (2.235)
Attirons l’attention sur le fait que C.C.Barros ne retrouve pas exactement le syste`me (2.234).
Il retrouve plutoˆt le syste`me d’e´quations suivant [72]
√
ξ(r)
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E√
ξ(r)
+m0 c
2
)
g(r)
√
ξ(r)
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E√
ξ(r)
−m0 c2
)
f(r)
(2.236)
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2.4.3 Application a` l’atome d’hydroge`ne
L’atome d’hydroge`ne est de´crit de fac¸on originale. En effet, au lieu d’introduire l’interaction
a` laquelle est soumise la particule sous forme d’un champ exte´rieur, par des conside´rations de
syme´trie (couplage minimal), l’interaction sera contenue dans la me´trique de l’espace-temps.
L’e´lectron de l’atome est soumis a` un potentiel 30 V (r) = −α/r . Ainsi en utilisant (2.220), on
de´termine la fonction
ξep(r) =
(
1− α
m0c2 r
)2
. (2.237)
En tenant compte de (2.237), le syste`me d’e´quations diffe´rentielles (2.234) s’e´crit sous la forme
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
[
E
1 + V (r)
m0c2
+m0 c
2
]
g(r),
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
[
E
1 + V (r)
m0c2
−m0 c2
]
f(r),
(2.238)
Etant donne´ que ε = V (r)
m0c2
≪ 1, a` l’ordre 1 en puissances de ε, le syste`me (2.238) s’e´crit comme
suit 
df
dr
+
(1 + x)
r
f ≃ 1
~ c
[
E
(
1− V (r)
m0c2
)
+m0 c
2
]
g(r)
dg
dr
+
(1− x)
r
g ≃ − 1
~ c
[
E
(
1− V (r)
m0c2
)
−m0 c2
]
f(r)
(2.239)
Du fait qu’on s’inte´resse a` des e´nergies E d’ordre de grandeur comparable a` l’e´nergie au repos
m0c
2
, de sorte que E/m0c2 ∼ 1, le syste`me d’e´quations (2.239) se re´duit identiquement au
syste`me d’e´quations de la the´orie de Dirac [86]
df
dr
+
(1 + x)
r
f =
1
~ c
(
E − V (r) +m0 c2
)
g(r),
dg
dr
+
(1− x)
r
g = − 1
~ c
(
E − V (r)−m0 c2
)
f(r),
(2.240)
dans lequel l’e´nergie potentielle non gravitationnelle V (r) retrouve sa place habituelle.
La me´thode standard de Dirac pour de´terminer les niveaux d’e´nergie de l’atome d’hydroge`ne
consiste a` re´soudre le syste`me d’e´quations diffe´rentielles couple´es (2.240), par rapport a` la nou-
30. En fait c’est plutoˆt une e´nergie potentielle coulombienne entre l’e´lectron (-e) et le proton (+e), qui est le
produit de la charge de l’e´lectron par le potentiel du proton V (r) = (−e)φ(r) =
(
−e2
4πε0
)
1
r
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velle variable ρ = β r, en choisissant des solutions sous forme de se´ries de type Frobinius [72]
f(ρ) =
N∑
n=0
an ρ
n+s e−ρ, (2.241)
g(ρ) =
N∑
n=0
bn ρ
n+s e−ρ. (2.242)
Les valeurs des parame`tres ajustables s et β, introduits dans le but d’avoir une plus grande flexi-
bilite´ dans le choix de la forme des solutions, sont donne´es, apre`s calculs (voir [75]), par
s = −1 +
√
x2 −
( α
~ c
)2
, (2.243)
et
β =
1
~ c
√
(me c 2 )
2 − E2. (2.244)
Le spectre discret des niveaux d’e´nergie E = EN de l’atome d’hydroge`ne est donne´ par
EN = (m0c
2)
1 +
( α
~ c
)2
(
N +
√
x2 −
( α
~ c
)2 )2

−1/2
, (2.245)
dans le cas de la the´orie de Dirac.
Pre´cisons que C.C.Barros pre´tend apporter une correction insignifiante aux niveaux d’e´nergie
(2.245), en se basant sur le syste`me d’e´quations (2.236) ; il retrouve le spectre d’e´nergie suivant
[72]
EN = m0 c
2
√
1
2
− N
2
8α2
+
N
4α
√
N2
4α2
+ 2, (2.246)
et affirme que ses re´sultats sont plus re´alistes car l’e´cart des niveaux d’e´nergie (2.246) avec
l’expe´rience est de l’ordre de 0, 005%, alors que l’e´cart des niveaux d’e´nergie de Dirac (2.245)
est de l’ordre de 0.027% [72].
Dans notre travail [75], on a montre´ que son approche permettait juste de reproduire la the´orie
de Dirac dans le cadre de l’approximation du champ faible V (r)≪ m0c2.
Ces re´sultats spectaculaires nous interpellent et nous incitent a` nous poser des questions sur
le roˆle du Principe d’Equivalence en RG : Est-il indispensable pour formuler la The´orie de la
RG ? Est-ce que l’exigence de covariance des lois physiques, a` elle seule, est suffisante pour
servir de base a` la RG ? Faut-il penser a` reformuler le Principe d’Equivalence pour l’e´tendre aux
interactions non gravitationnelles [84], [85] ?
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2.5 Vers un nouveau Principe d’Equivalence ”ge´ne´ralise´”
Le Principe d’Equivalence a e´te´ e´nonce´, par Einstein, exclusivement pour le champ de gravi-
tation. Il stipule qu’un re´fe´rentiel uniforme´ment acce´le´re´ est localement e´quivalent a` un re´fe´rentiel
inertiel plonge´ dans un champ de gravitation. Cette localite´ n’est valable que dans la mesure ou`
le champ de gravitation peut eˆtre conside´re´ homoge`ne.
Dans ce qui suit, quelques arguments en faveur de l’extension du Principe d’Equivalence sont
pre´sente´s, suivis de quelques remarques sur la manie`re avec laquelle nous envisageons d’e´tendre
ce principe aux interactions non gravitationnelles en ge´ne´ral. Une attention particulie`re est porte´e
sur l’interaction e´lectromagne´tique pour laquelle les contours du nouveau Principe d’Equivalence
sont re´ve´le´s.
2.5.1 Arguments en faveur d’une extension du Principe d’Equivalence
Cadre de validite´ du Principe d’Equivalence
Dans un premier temps, nous allons voir dans quelle mesure un champ gravitationnel, ge´ne´re´
par une masse ponctuelle ou bien une distribution de masse sphe´rique, peut eˆtre conside´re´ ho-
moge`ne. Dans ce cas, les champs de gravitation qui re`gnent en deux points diffe´rents de l’espace
peuvent eˆtre assimile´s au meˆme vecteur constant, si les deux directions et modules sont presque
les meˆmes.
– La premie`re exigence a lieu dans la mesure ou` deux trajectoires de deux masses, conver-
gentes vers le centre du champ de gravitation, peuvent eˆtre conside´re´es comme paralle`les
(voir figure 2.2).
– Pour de´finir les limites de la seconde exigence, conside´rons une masse m qui se de´place
sous l’action du champ de gravitation de la terre M . Compte tenu de la loi de gravitation
universelle et du principe fondamental de dynamique, applique´ a` m, il est clair que le
champ de gravitation de la terre
−→gM(r) = −
(
GM
r2
)
−→er , (2.247)
de´pend de la distance r de la particule conside´re´e au centre de la terre. Dans ce cas, le
module de la diffe´rence des champs gravitationnels qui re`gnent a` des distances respectives
r1 et r2 du centre de la terre est donne´ par
‖−→gM‖ = ‖−→gM(r1)−−→gM(r2)‖ = GM
[ |r1 − r2|(r1 + r2)
(r1 r2)
2
]
. (2.248)
Il est clair que ‖−→gM‖ → 0 quand la distance entre le point initial et final tend a` eˆtre nulle
r2 → r1, ou bien dans la mesure ou` les distances respectives R1 = r1 −R et R2 = r2 −R
des points initial et final de la surface de la terre soient ne´gligeables devant le rayon de la
terre 31, i.e R1 ≪ R et R2 ≪ R (voir figure 2.2).
31. Dans ce cas ‖−→gM‖ ≃ 2|R1 −R2|/R3 → 0.
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M2M1
m1 m2
m1 m2
mm
O
R
r2r1 − r2 m
m
m
‖△−→r ‖ ≪ R
−→er
Terre Terre
FIGURE 2.2 – Repre´sentation sche´matique de la validite´ locale du principe d’e´quivalence
– Il est aussi possible d’ajouter la condition de faible interaction entre la source du champ
de gravitation et la particule qui e´volue dans ce champ. En effet, le champ gravitationnel,
cre´e´ par la source M au niveau de la particule m, −→gM(r) = −(GM/r2)−→er est fortement
influence´ par le champ gravitationnel −→gm(r) = (Gm/r2)−→er de m qui agit sur M dans le
cas ou` la distance mutuelle est tre`s petite r → 0 et aussi dans le cas ou` les deux masses
sont du meˆme ordre de grandeur M ≃ m. Dans ce cas, la distinction ”source” et ”particule
test” ne peut plus avoir lieu ; on a plutoˆt deux masses en interaction mutuelle.
Les inhomoge´ı¨te´s du champ de gravitation d’une masse sphe´rique M entraıˆnent l’apparition
d’un nouveau type de forces dit de mare´es. Ces forces sont dues a` la diffe´rence entre les champs
de gravitations qui re`gnent en deux points voisins dans l’espace ; autrement dit, a` l’existence de
gradients non nuls du champ de gravitation dans certaines re´gions de l’espace. En effet, dans le
but de de´terminer l’expression de la force de mare´es qui s’exercerait entre deux masses identiques
m, situe´es aux points voisins 1 et 2 repe´re´s avec les vecteurs positions respectifs −→r et −→r + −→ς
(voir figure 2.3), plac¸ons-nous dans le cas ou` le vecteur de se´paration−→ς est tel que ‖−→ς ‖ ≪ ‖−→r ‖.
Dans ce cas, la force de mare´es qui s’exerce entre les deux masses situe´es aux points 2 et 1 est
par de´finition e´gale a` la diffe´rence entre les forces de gravitations −→F2 et −→F1
−→
f =
−→
F (−→r +−→ς )−−→F (−→r ). (2.249)
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Un de´veloppement de Taylor a` l’ordre 1, par rapport a` ‖−→ς ‖ permet d’avoir l’expression expli-
cite 32 de
−→
f
−→
f = GmM
[ −→r
‖−→r ‖3 −
−→r +−→ς
‖−→r +−→ς ‖3
]
≃ GmM
[−→r
r3
− (−→r +−→ς )
(
1
r3
− 3
−→r .−→ς
r5
+ · · ·
)]
= GmM
[
−
−→ς
r3
+
3 (−→r .−→ς )−→r
r5
]
= GmM
[
3 (−→ς .−→er )−→er −−→ς
r3
]
. (2.250)
En introduisant le potentiel gravitationnel φ(−→r ) = −GM‖−→r ‖−1, tel que−→F = −m−→∇φ, nous
avons d’autre part
−→
f = −m
[−→∇φ(−→r +−→ς )−−→∇φ(−→r )] = −m−→∇ [φ(−→r +−→ς )− φ(−→r )]
≃ −m−→∇
[(−→∇φ) .−→ς ] = GMm−→∇ [−→ς .−→∇ (1
r
)]
Sachant que −→ς est inde´pendant de −→r , la relation 33(−→ς .−→∇)[−→∇ (1
r
)]
=
−→∇
[
−→ς .−→∇
(
1
r
)]
,
32. Un calcul similaire est de´veloppe´ pour exprimer le champ e´lectrique en fonction du moment dipolaire aux
grandes distances [86].
33. Compte tenu des deux proprie´te´s
−→∇ [a(r)] =
(
da
dr
) −→r
r
,
et −→∇
(−→
A.
−→
B
)
=
−→
A ×
(−→∇ ×−→B)+ (−→A.−→∇)−→B +−→B × (−→∇ ×−→A)+ (−→B.−→∇)−→A,
nous avons(−→ς .−→∇)[−→∇ (1
r
)]
=
−→∇
[
−→ς .−→∇
(
1
r
)]
− −→ς ×
[−→∇ ×−→∇ (1
r
)]
︸ ︷︷ ︸
−→
0
−−→∇
(
1
r
)
×
(−→∇ ×−→ς )︸ ︷︷ ︸
−→
0
−
[−→∇ (1
r
)
.
−→∇
]
−→ς
=
−→∇
[
−→ς .−→∇
(
1
r
)]
−
[(−1
r2
−→er
)
. (−→er ∇r +−→eθ ∇θ +−→eφ∇φ)
]
−→ς
=
−→∇
[
−→ς .−→∇
(
1
r
)]
−
(−1
r2
d−→ς
dr
)
︸ ︷︷ ︸
−→
0
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permet de mettre la force de mare´es sous la forme
−→
f = −m
(−→ς .−→∇)(−→∇φ) . (2.251)
Il s’ensuit finalement que la ie`me composante de l’acce´le´ration relative entre les deux masses
situe´es aux points voisins 1 et 2 est donne´e, dans un syste`me de coordonne´es carte´sien, par
l’expression [92]
d 2ςi
dt2
= −ςj
(
∂ 2φ
∂xi∂xj
)
−→r
. (2.252)
Ces forces de mare´es jouent un roˆle important dans les re´gions pour lesquelles il y a une
tre`s grande variation du champ gravitationnel. En effet, pour un corps macroscopique ayant une
extension spatiale importante, de telle sorte a` ”ressentir” la non-uniformite´ du champ gravita-
tionnel dans lequel il est plonge´, les forces gravitationnelles, non e´gales, qui s’exercent sur les
diffe´rentes parties constitutives ont tendance a` modifier la forme ge´ne´rale du corps.
Ajoutons finalement que ces forces sont du meˆme ordre de grandeur que les composantes
du tenseur de courbure. En effet, d’apre`s (2.252), elles s’expriment en fonction des secondes
de´rive´es du potentiel gravitationnel, d’autre part, en revenant aux de´finitions du tenseur de Cour-
bure (2.86), des symboles de Christoffel (2.34) et de la relation (2.149), il est clair que les compo-
santes du tenseur de courbure s’expriment sous forme d’une certaine combinaison des secondes
de´rive´es du potentiel gravitationnel. Dans ce cas, de la meˆme manie`re que pour les forces de
mare´es, l’existence de composantes non nulles du tenseur de courbure est due aussi aux inho-
moge´ı¨te´s du champ gravitationnel.
−→
F1
−→
F2 1
2
M
−→ς
FIGURE 2.3 – Forces de mare´es
Apre`s avoir discute´ les limites pour lesquelles le champ gravitationnel peut eˆtre conside´re´
homoge`ne, a` pre´sent, nous allons pre´senter deux arguments qui montrent clairement que la notion
de localite´, comme cadre de validite´ du Principe d’Equivalence, n’est qu’une approximation
qu’il va falloir pre´ciser si on veut espe´rer absorber l’effet des interactions non gravitationnelles,
agissant sur une particule, dans la me´trique de l’Espace-temps ; autrement dit, se ramener a` un
syste`me de coordonne´es particulier dans lequel la particule est conside´re´e comme libre.
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1. Il est bien connu en RG qu’il est possible d’annuler tous les symboles de Christoffel Γλµν ,
en un point arbitraire O, choisit comme origine des coordonne´es. Pour ce faire, il suffit
d’effectuer, au voisinage de ce point, la transformation de coordonne´es suivante [86]
x
′λ = xλ +
1
2
(Γλµν)O x
µ xν . (2.253)
En appliquant la transformation de coordonne´es (2.253), l’e´quation de ge´ode´sique (2.141)
se re´duit au point O a` l’e´quation d’une particule libre(
d 2x
′ν
dτ 2
)
O
= 0. (2.254)
D’autre part, les composantes non nulles du tenseur de courbure (2.86) sont dues aux
de´rive´es des symboles de Christoffel(
R
′ j
ikℓ
)
O
=
(
∂
′
kΓ
′ j
iℓ
)
O
−
(
∂
′
ℓΓ
′j
ik
)
O
. (2.255)
Par contre, si on remplace le point O par une petite re´gion qui l’entoure, dans ce cas, les
symboles de Christoffel nuls vont imposer des de´rive´es nulles des Γ
′ j
iℓ , de sorte que toutes
les composantes du tenseur de courbure R
′ j
ikℓ = 0 soient nulles dans la re´gion qui entoure
le point O. Or si le tenseur de courbure est nul dans un syste`me de coordonne´es particulier,
il en sera de meˆme pour n’importe quel autre re´fe´rentiel. Cette conclusion est absurde car
nous avons assume´, de`s le de´but, la pre´sence d’un champ de gravitation qui se manifeste
par une courbure non nulle d’espace-temps.
2. Meˆme si nous conside´rons que l’e´galite´ des masses inerte et gravitationnelle est rigoureu-
sement exact, deux corps A et B ne tombent pas vers la terre avec la meˆme acce´le´ration par
rapport au meˆme re´fe´rentiel. En effet, les centres de masses respectifs par rapport auxquels,
les acce´le´rations sont mesure´es sont diffe´rents ; en supposant que A et B sont a` la meˆme
hauteur r du centre de la terre 34, alors la distance entre leurs centres de masses respectifs
‖△−→R‖ = M |mA −mB| r
(M +mA) (M +mB)
, (2.256)
ne s’annule que dans les cas ou` les deux corps ont la meˆme masse (mA = mB), ou bien
dans le cas ou` les deux masses sont ne´gligeables devant la masse de la terre (M ≫ mA
et M ≫ mB). Cette circonstance implique que la proprie´te´ selon laquelle tous les corps
tombent avec la meˆme acce´le´ration sous l’action du champ gravitationnel terrestre, n’est
en fait qu’une approximation, applique´e dans certaines circonstances bien particulie`res.
On s’aperc¸oit ainsi que la notion de localite´, comme cadre de validite´ du Principe d’Equi-
valence, n’est rigoureusement exacte qu’en la re´duisant a` un point. Ainsi se pre´sente la possibi-
lite´ d’e´tendre le Principe d’Equivalence a` toutes les interactions fondamentales, car en un point
donne´, il est possible d’annuler l’action ou bien l’effet de n’importe quel champ.
34. On se place dans le cas −→r = −→OA = −−→OB ou` les deux masses A et B se de´placent suivant la meˆme direction.
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Attirons l’attention sur une diffe´rence fondamentale entre la gravitation et l’e´lectromagne´tisme.
Compte tenu du principe fondamental de la dynamique, l’acce´le´ration d’une particule, de masse
inertielle mi et de masse grave mg, soumise au champ gravitationnel g, suppose´ constant, d’une
seconde masse M est donne´e
x¨ =
(
mg
mi
)
g.
L’e´galite´ entre la masse inertielle et gravitationnelle mi = mg, implique que la transformation
de coordonne´es
x
′
= x− 1
2
gt2, (2.257)
conduit a` voir la particule avec une acce´le´ration nulle x¨′ = 0 dans le nouveau re´fe´rentiel. De
meˆme, pour annuler l’acce´le´ration d’une particule, de charge q et de masse mi, soumise a` un
champ e´lectrostatique constant E
x¨ =
(
q
mi
)
E,
il faut plutoˆt appliquer la transformation de coordonne´es suivante
x
′
= x− 1
2
(
q
mi
)
Et2. (2.258)
La diffe´rence fondamentale entre les deux transformations de coordonne´es pre´ce´dentes est que
(2.257) est universelle, i.e inde´pendante des proprie´te´s de la particule test, alors que (2.258)
de´pend des proprie´te´s de la charge e´lectrique. L’e´galite´ des masses inerte et grave implique que
l’espace-temps de la relativite´ ge´ne´rale est une sce`ne unique pour toutes les masses, alors que
l’absence d’une proprie´te´ similaire pour les charges e´lectriques fait que l’espace-temps, de la
nouvelle approche, de´pend des proprie´te´s des charges e´lectriques. Dans ce cas, l’espace-temps
qui permetterait de de´crire par exemple deux charges q1 et q2 est diffe´rent de celui qui permet de
de´crire les charges q1 et q3.
Approche de Barros
Essayons maintenant de montrer que les re´sultats surprenants de C.C.Barros sont dus a` une
adoption implicite d’un Principe d’Equivalence, e´tendu a` l’interaction e´lectrostatique. Pour ce
faire, conside´rons une particule de charge q et de masse inertielle mi. De fac¸on similaire au
cas gravitationnel, Il est toujours possible de trouver un syste`me de coordonne´es {x(0)i} dans
lequel la particule est libre. A la limite newtonienne, il est possible de montrer que l’e´quation de
ge´ode´sique se re´duit a`
d2−→r
dt2
= −c
2
2
−→∇h00. (2.259)
ou` gµν = ηµν + hµν . D’autre part, l’e´quation de Newton pour une particule charge´e, soumise a`
un champ e´lectrostatique −→E est donne´e par
d2−→r
dt2
=
q
mi
−→
E = − q
mi
−→∇φ. (2.260)
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La comparaison de (2.260) et (2.259), tout en exigeant au potentiel scalaire φ de tendre vers ze´ro
a` l’infini, nous permet de de´duire l’e´le´ment de la me´trique suivant
g00 = 1 +
2
c2
q
mi
φ. (2.261)
Ce re´sultat est exactement celui utilise´ par C.C.Barros, lorsqu’il adopte une me´trique similaire a`
celle de Schwarzschild (2.200),
g00 = 1 +
2 V (r)
mic2
, (2.262)
ou` l’e´nergie potentielle V (r) = qφ(r). Ainsi, ce raisonnement confirme notre hypothe`se que
C.C.Barros adopte implicitement le Principe d’Equivalence e´tendu au champ e´lectrostatique.
Dans ce cas, il faut admettre alors l’existence d’e´quations de ge´ode´siques pour la charge e´lectrique
q soumise au champ e´lectrostatique.
A pre´sent, il serait inte´ressant de ve´rifier les possibilite´s d’e´tendre le Principe d’Equivalence
au cas plus ge´ne´ral de l’interaction e´lectromagne´tique.
Approche de Iliev
Dans sa contribution [85], Iliev parvient a` annuler le champ e´lectromagne´tique Aµ en un
point arbitraire O, par le biais d’une transformation de jauge
Aµ(M)→ A′µ(M) = Aµ(M)−
∂φ(M)
∂xµ
, (2.263)
qui correspond au choix particulier de la fonction scalaire
φ(M) = Υρ x
ρ(M) + xρ(M) xσ(M) [∂σAρ(O)] , (2.264)
tel que Υρ = Aρ(O) et ∂σAρ(O) = (∂Aρ/∂xσ)O repre´sentent respectivement la valeur du champ
e´lectromagne´tique et de sa de´rive´e au point O.
En effet, compte tenu de (2.264) qui conduit a` la de´rive´e
∂φ(M)
∂xµ
=
(
∂Υρ
∂xµ
)
xρ(M) + xρ(M) xσ(M)
∂
∂xµ
[
∂σAρ(O)
]
+Υµ
+xσ(M)
[
∂σAµ(O)
]
+ xρ(M)
[
∂µAρ(O)
]
, (2.265)
et compte tenu du de´veloppement au premier ordre du potentiel
Aµ(M) = Aµ(O) + x
λ(M)
[
∂λAρ(O)
]
, (2.266)
au voisinage du point arbitraire O pris comme origine des coordonne´es (i.e xℓ(O) = 0 ∀ℓ), il
est ainsi possible d’aboutir a` l’expression du potentiel dans la nouvelle jauge
A
′
µ(M) = −
(
∂Υρ
∂xµ
)
xρ(M)− xρ(M) xσ(M) ∂
∂xµ
[
∂σAρ(O)
]
− xρ(M)
[
∂µAρ(O)
]
. (2.267)
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Il est claire que ce potentiel est nul
A
′
µ(O) = 0, (2.268)
a` l’origine des coordonne´es.
Nous avons montre´ qu’une transformation de jauge ne peut pas eˆtre re´duite ou assimile´e a`
une transformation de coordonne´es [108]. En effet, il est bien connu que sous l’action d’une
transformation de coordonne´es infinite´simale et arbitraire
xi → x′i = xi + εi, (2.269)
le champ e´lectromagne´tique se transforme, a` l’ordre 1, comme suit
A
′
µ(x
i) ≃ Aµ(xi)− ∂ε
ρ
∂xµ
Aρ(x
i)− ερ ∂Aµ
∂xρ
. (2.270)
La comparaison de (2.270) avec la transformation de jauge
A
′
µ(x
i) = Aµ(x
i)− ∂φ(x
i)
∂xµ
. (2.271)
nous a permis d’e´tablir l’identification suivante
∂φ(xi)
∂xµ
=
∂ερ
∂xµ
Aρ(x
i) + ερ
∂Aµ
∂xρ
=
∂
∂xµ
(
Aρ(x
i) ερ
)
+ ερFρµ(x
i), (2.272)
ou` Fρµ(x
i) = ∂Aµ(x
i)
∂xρ
− ∂Aρ(xi)
∂xµ
. L’adoption de la solution φ(xi) = Aρ(xi) ερ impose la condition
suivante
ερFρµ(x
i) = 0, (2.273)
qui est un syste`me d’e´quations line´aires sans second membre, dont la solution n’existe que si
det
[
Fρµ(x
i)
]
= 0. (2.274)
N’e´tant pas conforme aux e´quations de Maxwell, la condition (2.274) nous ame`ne a` conclure
qu’une transformation de jauge ne peut pas eˆtre vue comme une transformation de coordonne´es.
2.5.2 Extension a` l’interaction e´lectromagne´tique
La critique pre´ce´dente de l’approche de Iliev, nous ame`ne a` penser que pour e´tendre le Prin-
cipe d’Equivalence a` l’interaction e´lectromagne´tique, il ne faut pas donc chercher a` annuler le
4-potentiel Aµ, moyennant une transformation de coordonne´es ade´quate, au niveau du point O
ou` se trouve la charge e´lectrique q, mais plutoˆt annuler l’effet du champ e´lectromagne´tique en
O. Autrement dit, nous espe´rons de´finir des symboles de Christoffels qui ge´ne`rent la force de
Lorentz qui agit sur la charge e´lectrique, dans certaines conditions a` pre´ciser ulte´rieurement. De
cette fac¸on, le recours a` la transformation de coordonne´es (2.253), permettrait d’annuler ces nou-
veaux symboles, de telle sorte a` annuler l’effet du champ e´lectromagne´tique sur la particule test
charge´e pour avoir une particule libre.
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2.6 Conclusion et Re´sultats
Contrairement a` C.C.Barros qui pre´tend apporter une correction insignifiante aux niveaux
d’e´nergie de l’e´lectron, en se plac¸ant dans le meˆme contexte, nous avons reproduit le meˆme
re´sultat pour le spectre de l’atome d’hydroge`ne que celui obtenu dans le cadre de l’e´quation de
Dirac.
Vouloir re´duire l’essence du principe d’Equivalence a` l’e´galite´ entre la masse inertielle et
gravitationnelle n’e´tait pas de nature a` faciliter l’extension de ce principe aux interactions non-
gravitationnelles en ge´ne´ral a` cause d’une absence d’arguments similaires permettant de sou-
mettre a` la meˆme acce´le´ration toutes les particules qui se de´placent uniquement sous l’action du
champ en question. Au lieu de cela, il fallait plutoˆt chercher le moyen d’annuler l’effet du champ
sur la particule de telle sorte a` aboutir a` un mouvement libre.
Pour commencer, on a discute´ la validite´ du Principe d’Equivalence, tel qu’il a e´tait for-
mule´ pour le champ de gravitation. On s’est aperc¸u que la localite´, utilise´e pour servir de cadre
de validite´ du Principe, n’e´tait rigoureusement utilise´e que dans le cas limite d’un point. Cette
remarque ouvre de grandes perspectives pour e´tendre le Principe d’Equivalence a` toutes les in-
teractions fondamentales, car en un point donne´, il y a l’espoir d’annuler l’action de n’importe
quel champ.
De plus, pour confirmer notre raisonnement, nous avons montre´ que les re´sultats surprenants
de C.C.Barros sont dus a` une utilisation implicite du Principe d’Equivalence, e´tendu au champ
e´lectrostatique.
Dans notre effort de recherche des possibilite´s d’e´tendre le Principe d’Equivalence au cas
plus ge´ne´ral de l’interaction e´lectromagne´tique on s’est penche´ sur l’approche de Iliev, selon la-
quelle le champ e´lectromagne´tique est annule´ en un point quelconque graˆce a` une transformation
de jauge particulie`re. En guise de critique, nous avons e´tabli qu’une transformation de jauge ne
peut pas eˆtre assimile´e a` une transformation de coordonne´es. Ceci nous ame`ne a` la conclusion
qu’il ne faut pas chercher a` annuler le Aµ en un point quelconque par le biais d’une transfor-
mation de coordonne´e particulie`re, mais plutoˆt a` postuler l’existence d’e´quations de ge´ode´siques
pour une charge e´lectrique soumise a` un champ e´lectromagne´tique. Les symboles de Christoffel
qui figurent dans ces e´quations permettraient, dans certaines conditions, de ge´ne´rer la force de
Lorentz.
Il faut admettre que l’utilisation, par Barros, d’une solution similaire a` celle de Schwarzschild
(2.200) est tout a` fait curieuse ; elle nous ame`nent a` soupc¸onner l’existence d’e´quations de type
Einstein pour le champ e´lectromagne´tique qui doivent se re´duire, dans certaines conditions a`
de´terminer ulte´rieurement, aux e´quations de Maxwell.
71
Chapitre 3
La Gravite´ Line´aire
3.1 Introduction
L’analyse de l’approche de Barros [72], pour de´crire l’atome d’hydroge`ne, nous a permis de
souligner deux points inte´ressants. Le premier point concerne l’utilisation d’une solution simi-
laire a` celle de Schwarzschild et va eˆtre a` l’origine de notre hypothe`se de l’existence d’e´quations
de type Einstein pour l’interaction e´lectromagne´tique. Le second point concerne la possibilite´
de l’extension du Principe d’Equivalence a` l’interaction e´lectromagne´tique et va nous permettre
d’e´mettre l’hypothe`se de l’existence d’e´quations de ge´ode´siques pour des charges e´lectrique sou-
mises a` un champ e´lectromagne´tique.
A la lumie`re des re´sultats surprenants de Barros, te´moins d’une profonde unite´ entre la gra-
vite´ et l’e´lectromagne´tisme, nous avons commence´ nos investigations par la recherche de toutes
les analogies qui pourraient conduire a` une description ge´ome´trique unifie´e de ces interactions
fondamentales.
Dans ce chapitre, dans le but d’explorer les analogies qui puissent exister entre la gravite´
et l’e´lectromagne´tisme, nous allons nous pencher sur le domaine de la Gravite´ Line´aire ou` des
phe´nome`nes tre`s inte´ressants ont lieu. Dans les re´gions ou` le champ gravitationnel est de faible
intensite´, il est possible d’adopter une approche perturbative de sorte a` pouvoir e´tudier l’e´cart
de la me´trique de l’espace-temps par rapport a` la me´trique plate de Minkowski. L’appellation
de Gravite´ Line´aire trouve son origine dans la volonte´ de limiter l’approche au premier ordre de
la perturbation, de sorte a` ne conside´rer que les termes line´aires et de pouvoir ainsi exclure les
termes d’ordres supe´rieurs ; bien e´videmment, dans le cas ou` le champ gravitationnel est plus
intense il est possible de pousser l’e´tude aux ordres supe´rieurs de la perturbation.
Dans un premier temps, un rappel des notions fondamentales de la Gravite´ Line´aire ”stan-
dard” est pre´sente´ ; une attention toute particulie`re est porte´e sur l’approche de P. Huei [76] et
celle de S. Carroll [78].
Dans l’approche de Huei, les e´quations d’Einstein se re´duisent a` des e´quations de type Max-
well et une particule test, astreinte a` se mouvoir suivant des ge´ode´siques, est soumise a` une force
gravitationnelle de type Lorentz. Ne´anmoins la partie ”magne´tique” de cette force contient un
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facteur 4 inde´sirable.
Dans l’approche de Carroll, les champs sont de´finis de telle manie`re a` surmonter le proble`me
lie´ a` l’existence du facteur 4 inde´sirable dans la force gravitationnelle de type Lorentz, ne´anmoins
les e´quations line´aires d’Einstein ne prennent plus la forme d’e´quations de type Maxwell.
Une critique des deux approches pre´ce´dentes va nous permettre de souligner quelques imper-
fections dont la re´solution va nous permettre de revisiter la Gravite´ line´aire de sorte a` aboutir a`
une meilleure analogie entre la gravitation et l’e´lectromagne´tisme.
3.2 Version standard
3.2.1 De´finition de la limite du champs faible
L’e´quation d’Einstein se re´duit a` l’e´quation de Newton dans le cas des champs faibles, sta-
tiques et pour des faibles vitesses des particules test. Dans ce qui suit, nous allons conside´rer une
solution moins restrictive que la limite non relativiste, ou` le champ reste faible, mais n’est plus
statique et ou` il n’y a pas de restriction sur la vitesse des particules test.
En effet, la pre´sence d’une distribution mate´rielle cre´e une perturbation de la me´trique dans
son voisinage, et cette perturbation devient non stationnaire si les constituants de la source sont en
mouvement. De plus, tre`s loin de la source 1 le champ gravitationnel est si faible que la me´trique
de l’espace-temps peut eˆtre vue comme une le´ge`re perturbation de la me´trique de Minkowski
gµν = ηµν + hµν , | hµν |≪ 1. (3.1)
tel que ηµν = (1,−1,−1,−1).
La perturbation est suffisamment faible pour pouvoir conside´rer qu’elle se propage sur une
me´trique ”de fond” stationnaire, autrement dit, on se contente de perturber la me´trique de Min-
kowski juste a` l’ordre 1 de sorte a` ne´gliger tous les termes d’ordres supe´rieurs de cette pertur-
bation hµν . De plus, il est possible d’e´lever ou d’abaisser les indices en utilisant simplement ηµν
et ηµν , car l’erreur commise est d’un ordre supe´rieur de cette perturbation, donc ne´gligeable.
Dans ce cas, pour pouvoir satisfaire la condition gµνgνσ = δσµ , nous avons au premier ordre de la
perturbation
gµν = ηµν − hµν , (3.2)
avec hµν = ηµαηνβhαβ .
La propagation de la perturbation line´aire de la me´trique est de´crite par des e´quations d’Ein-
stein qui ressemblent aux e´quations de Maxwell. De la meˆme fac¸on que les charges e´lectriques en
mouvement ge´ne`rent des ondes e´lectromagne´tiques, le mouvement des masses permet de ge´ne´rer
des ondes gravitationnelles.
1. A une distance largement supe´rieure au rayon de Schwarzschild r ≫ 2GM/c2
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3.2.2 Line´ariation des e´quations d’Einstein
Nous allons conside´rer une version des e´quations d’Einstein ou` les effets des ordres de hµν
supe´rieurs au premier ordre sont ne´glige´s, une the´orie ou` un champ de tenseurs syme´trique hµν
se propage dans un espace-temps plat de Minkowski.
Symboles de Christoffel
Conforme´ment a` (3.2), les symboles de Christoffel (2.34) au premier ordre
Γρµν =
1
2
gρλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν)
=
1
2
(ηρλ − hρλ) [∂µ(ηνλ + hνλ) + ∂ν(ηλµ + hλµ)− ∂λ(ηµν + hµν)]
=
1
2
ηρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) +O(h2)
sont donne´s par l’expression
Γρµν ≈
1
2
ηρλ
(
∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν
)
. (3.3)
Tenseur de Riemann
A l’ordre un de la perturbation, le produit des symboles de Christoffel qui figurent dans
l’expression du tenseur de courbure
R λµρσ = ∂ρΓ
λ
µσ − ∂σΓλµρ + ΓλαρΓαµσ︸ ︷︷ ︸
ordre 2
−ΓλασΓαµρ︸ ︷︷ ︸
ordre 2
(3.4)
sont ne´glige´s. Dans ce cas, d’apre`s les relations (2.89) et (3.2), le tenseur de Riemann est donne´
par
Rµνρσ ≈ ηµλ
[
∂ρΓ
λ
νσ − ∂σΓλνρ
]
≈ 1
2
ηµλ ∂ρ
[
ηλα (∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ)
]− 1
2
ηµλ ∂σ
[
ηλα (∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ)
]
≈ 1
2
δαµ (∂ρ∂νhσα + ∂ρ∂σhαν − ∂ρ∂αhνσ)−
1
2
δαµ (∂σ∂νhρα + ∂σ∂ρhαν − ∂σ∂αhνρ)
≈ 1
2
(∂ρ∂νhσµ + ∂ρ∂σhµν − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ − ∂σ∂ρhµν + ∂σ∂µhνρ)
ou encore finalement
Rµνρσ ≈ 1
2
(
∂ρ∂νhσµ + ∂σ∂µhνρ − ∂σ∂νhρµ − ∂ρ∂µhνσ
)
. (3.5)
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Tenseur de Ricci
D’apre`s les expressions du tenseur de Riemann (3.5) et de la me´trique inverse (3.2), les
composantes du tenseur de Ricci (2.93) sont donne´s au premier ordre par
Rµν ≈ ηαβ Rαµβν
≈ 1
2
ηαβ
(
∂β∂µhνα + ∂ν∂αhµβ − ∂ν∂µhβα − ∂β∂αhµν
)
(3.6)
En introduisant la trace de la perturbation
h = ηαβ hαβ = h
β
β = h00 − h11 − h22 − h33
et le d’Alembertien
✷ = ηαβ ∂α∂β = −−→∇2 + 1
c 2
∂ 2
∂t 2
,
nous avons finalement
Rµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh−✷hµν
)
(3.7)
Courbure scalaire
La courbure scalaire (2.95), a` l’ordre un de la perturbation, est obtenue en contractant le
tenseur de Ricci (3.7) par la me´trique inverse (3.2)
R ≈ ηµν Rµν
≈ 1
2
ηµν
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh−✷hµν
)
≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σµ + ∂ν∂σh
σν − ηµν∂ν∂µh− ηµν✷hµν
)
≈ 1
2
(
∂ν∂σh
σν + ∂ν∂σh
σν − ✷h−✷h
)
≈ 1
2
(
2 ∂ν∂σh
σν − 2✷h
)
pour avoir finalement
R ≈ ∂µ∂νhµν − ✷h. (3.8)
Tenseur d’Einstein line´arise´
Au premier ordre de la perturbation, le tenseur d’Einstein (2.152) est obtenu graˆce aux rela-
tions (3.8) et (3.7) d’ordres 1 et la me´trique (3.1) a` l’ordre 0,
Gµν ≈ Rµν − 1
2
ηµν R
≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh− ✷hµν
)
− 1
2
ηµν
(
∂α∂βh
αβ −✷h
)
,
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de sorte a` avoir finalement
Gµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh−✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
)
. (3.9)
Equations d’Einstein line´arise´es
Les e´quations d’Einstein, au premier ordre de la perturbation, sont donne´es par
8πG
c4
Tµν = Gµν
8πG
c4
Tµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh−✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
)
. (3.10)
ou` Tµν repre´sente le tenseur d’e´nergie-impulsion de la source du champ.
3.2.3 Transformation de jauge
La condition gµν = ηµν + hµν ne spe´cifie pas comple`tement le syste`me de coordonne´es dans
l’espace-temps. Il peut y avoir un autre syste`me de coordonne´es ou` la me´trique peut toujours eˆtre
e´crite sous forme de la me´trique de Minkowski plus une perturbation qui peut eˆtre diffe´rente de
hµν .
Soit la transformation de coordonne´es infinite´simale suivante
x
′ µ = xµ + ξµ, (3.11)
ou` ξµ = ε ζµ, avec ε≪ 1. La transformation inverse s’e´crit alors
xµ = x
′ µ − ξ ′ µ (3.12)
de telle sorte que ξµ(x′ ρ) = ξ ′ µ(xρ). Les composantes du tenseur me´trique, dans le nouveau
syste`me de coordonne´es, sont donne´es par
g
′
µν(x
′ σ) =
∂xα
∂x′ µ
∂xβ
∂x′ ν
gαβ(x
σ).
En se limitant aux termes du premier ordre, nous avons
η
′
µν + h
′
µν ≈
∂xα
∂x′ µ
∂xβ
∂x′ ν
(ηαβ + hαβ)
≈
(
δαµ − ∂
′
µξ
′ α
)(
δβν − ∂
′
νξ
′ β
)
(ηαβ + hαβ)
≈
[
δαµδ
β
ν − δβν ∂
′
µξ
′ α − δαµ ∂
′
νξ
′ β + (∂
′
µξ
′ α)(∂
′
νξ
′ β)︸ ︷︷ ︸
ordre 2
]
(ηαβ + hαβ) (3.13)
Les termes exprime´s dans le nouveau syste`me de coordonne´es sont e´value´s au point x′ σ alors
que ceux exprime´s dans l’ancien syste`me de coordonne´es sont e´value´s au point xσ, de sorte que
η
′
µν(x
′ σ) + h
′
µν(x
′ σ) ≈ ηµν(xσ) + hµν(xσ)− (ηµβ + hµβ) [∂′νξ
′ β(xσ)]− (ηαν + hαν) [∂′µξ
′ α(xσ)]
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En admettant que η′µν(x
′ σ) = ηµν(x
σ), l’e´quation pre´ce´dente se simplifie
h
′
µν(x
′ σ) ≈ hµν(xσ)− ηµβ[∂′νξ
′ β(xσ)]− ηαν [∂′µξ
′ α(xσ)],
pour donner lieu finalement a`
h
′
µν(x
′ σ) ≈ hµν(xσ)− ∂′νξ
′
µ(x
σ)− ∂′µξ
′
ν(x
σ). (3.14)
Mais a` l’approximation line´aire en hµν , nous pouvons d’une part prendre toutes les quantite´s
figurant dans (3.14) au point xσ. En effet, un de´veloppement de Taylor au premier ordre de ξσ
h
′
µν(x
′ σ) = h
′
µν(x
σ + ξσ) = h
′
µν(x
σ) + ξρ[∂ρh
′
µν(x
σ)]︸ ︷︷ ︸
ordre 2
+O(ξ2), (3.15)
permet de montrer que 2
h
′
µν(x
′ σ) ≈ h′µν(xσ), (3.16)
de sorte qu’en remplac¸ant (3.16) dans (3.14) nous obtenons
h
′
µν(x
σ) ≈ hµν(xσ)− ∂′νξ
′
µ(x
σ)− ∂′µξ
′
ν(x
σ). (3.17)
D’autre part, il est aussi possible de montrer qu’au premier ordre ∂ ′αξ
′ µ ≈ ∂αξµ. En effet,
∂ξ
′ µ
∂x′ α
=
∂ξµ
∂xβ
∂xβ
∂x′ α
=
∂ξµ
∂xβ
(
δβα −
∂ξ
′ β
∂x′ α
)
≈ ∂ξ
µ
∂xα
. (3.18)
Donc compte tenu de (3.18), l’e´quation (3.17) se re´duit finalement a` la transformation de jauge
h
′
µν(x
σ) ≈ hµν(xσ)− ∂νξµ(xσ)− ∂µξν(xσ). (3.19)
soit
δhµν(x
σ) ≡ h′µν(xσ)− hµν(xσ) = −∂νξµ(xσ)− ∂µξν(xσ). (3.20)
Sous l’action des transformations line´aires et infinite´simales arbitraires (3.11), le tenseur de cour-
bure et le tenseur d’e´nergie-impulsion (e´value´s au premier odre) sont invariants. L’invariance de
la the´orie sous de telles transformations est analogue a` l’invariance de jauge traditionnelle en
e´lectromagne´tisme par la transformation Aµ → A′µ = Aµ − ∂µχ.
2. En posant hµν = ǫhµν et ξρ = ǫ ζρ, avec ǫ≪ 1, il vient que le terme ξρ[∂ρh′µν(xσ)] = ǫ2ζρ[∂ρh
′
µν(x
σ)] est
du second ordre en ǫ.
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3.2.4 Invariance du tenseur de Riemann par transformation de jauge
Ve´rifions l’invariance du tenseur de Riemann line´arise´ (3.5) sous la transformation de coor-
donne´es infinite´simale (3.11), ou de manie`re e´quivalente sous la transformation de jauge (3.19).
Pour ce faire, calculons la variation
δRµνρσ ≡ R′µνρσ(xβ)− Rµνρσ(xβ)
=
1
2
[
∂ρ∂νh
′
σµ + ∂σ∂µh
′
νρ − ∂σ∂νh
′
ρµ − ∂ρ∂µh
′
νσ
]
−1
2
[
∂ρ∂νhσµ + ∂σ∂µhνρ − ∂σ∂νhρµ − ∂ρ∂µhνσ
]
=
(
Rµνρσ +
1
2
[
∂ρ∂ν (−∂σξµ − ∂µξσ) + ∂σ∂µ (−∂νξρ − ∂ρξν)
−∂σ∂ν (−∂ρξµ − ∂µξρ)− ∂ρ∂µ (−∂νξσ − ∂σξν)
])
− Rµνρσ
qui se re´duit finalement a`
δRµνρσ = 0. (3.21)
Il est claire qu’une telle variation du tenseur de Riemann conduit, bien e´videmment, a` l’in-
variance de jauge du tenseur d’Einstein par la transformation (3.19). L’invariance du tenseur
e´nergie-impulsion est due a` la limitation au premier ordre de la perturbation de sorte que les
forces gravitationnelles sont beaucoup plus faibles que les autres forces dues aux tensions dans
le milieu, par exemple un solide en rotation. Dans ce cas, les e´quations de mouvement du mi-
lieu mate´riel ne sont pas affecte´es par le champ de gravitation engendre´ par celui-ci. Elles se
re´duisent donc aux e´quations minkowskiennes du mouvement, caracte´rise´ par ∂µT µν = 0 (au
lieu de∇µT µν = 0).
3.2.5 La jauge harmonique
Face a` un syste`me pre´sentant une invariance par rapport a` une transformation de jauge, le pre-
mier re´flexe consiste a` fixer une jauge. Ce choix de jauge va eˆtre conditionne´ par la simplification
des e´quations dans une situation bien particulie`re.
De´finition de la jauge harmonique
La jauge harmonique 3 est spe´cifie´e par les quatre conditions suivantes
gµν Γρµν = 0, (3.22)
une relation ”temporelle” pour ρ = 0 et trois relations ”spatiales” pour ρ = i = 1, 2, 3.
3. Dite aussi jauge de Hilbert ou bien jauge de Donder.
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Au premier ordre de la perturbation hµν , la condition pre´ce´dente est donne´e par
1
2
ηµνηλρ(∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) = 0
1
2
(∂µh
µρ + ∂νh
ρν − ηλρ ∂λh) = 0
1
2
(2 ∂µh
µρ − ηλρ ∂λh) = 0
∂µh
µρ − 1
2
ηλρ ∂λh = 0,
soit encore en appliquant une contraction par ηρβ
ηρβ ∂µh
µρ − 1
2
ηλρηρβ ∂λh = 0
∂µh
µ
β −
1
2
δλβ ∂λh = 0,
nous aboutissons finalement a` la condition de jauge harmonique dans la limite du champ faible
∂µh
µ
β −
1
2
∂βh = 0. (3.23)
Cette dernie`re condition est e´quivalente aux quatre conditions
∂µh
µ
0 −
1
2
∂0h = 0,
∂µh
µ
i −
1
2
∂ih = 0.
(3.24)
En utilisant la jauge harmonique (3.23), les e´quations d’Einstein line´arise´es (3.10) se mettent
sous la forme
8πG
c4
Tµν ≈ 1
2
(
∂µ(∂σh
σ
ν ) + ∂ν(∂σh
σ
µ)− ∂ν∂µh−✷hµν − ηµν ∂α∂β(ηασ hβσ) + ηµν ✷h
)
≈ 1
2
(
1
2
∂µ∂νh+
1
2
∂ν∂µh− ∂ν∂µh− ✷hµν − ηµν ηασ ∂α(∂β hβσ) + ηµν ✷h
)
≈ 1
2
(
−✷hµν − 1
2
ηµν η
ασ ∂α ∂σ h+ ηµν ✷h
)
≈ 1
2
(
−✷hµν − 1
2
ηµν ✷h + ηµν ✷h
)
≈ 1
2
(
−✷hµν + 1
2
ηµν ✷h
)
≈ −1
2
(
✷hµν − 1
2
ηµν ✷h
)
≈ −1
2
✷
(
hµν − 1
2
ηµν h
)
, (3.25)
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soit
✷
(
hµν − 1
2
ηµν h
)
≈ −16πG
c4
Tµν . (3.26)
Changement de me´trique
Posons par commodite´
hµν = hµν − 1
2
ηµν h. (3.27)
Dans le but d’inverser cette relation, i.e exprimer hµν , il faut de´terminer la trace de hµν . Pour ce
faire, appliquons ηµν a` (3.27)
h ≡ ηµν hµν = ηµν hµν − 1
2
ηµνηµν h = h− 2h
pour avoir la relation entre les traces
h = −h. (3.28)
A cause de cette proprie´te´, la nouvelle me´trique hµν , de´finie par (3.27), est dite la perturbation a`
trace inverse´e. En remplac¸ant (3.28) dans (3.27), on aboutit a` la relation inverse
hµν = hµν − 1
2
ηµν h. (3.29)
De meˆme en appliquant ηµρ a` (3.29) nous obtenons aussi
ηµρ hµν = η
µρ hµν − 1
2
ηµρηµν h
hρν = h
ρ
ν −
1
2
δρν h. (3.30)
En utilisant la ”nouvelle” me´trique hµν , les e´quations d’Einstein line´arise´es (3.10) deviennent
16πG
c4
Tµν ≈ ∂σ∂µhσν + ∂ν∂σhσµ − ∂ν∂µh− ✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
≈ ∂σ∂µ
(
h
σ
ν −
1
2
δσν h
)
+ ∂ν∂σ
(
h
σ
µ −
1
2
δσµ h
)
+ ∂ν∂µh
−✷
(
hµν − 1
2
ηµν h
)
− ηµν ∂α∂β
(
h
αβ − 1
2
ηαβ h
)
− ηµν ✷h
≈ ∂σ∂µ hσν −
1
2
∂ν∂µ h + ∂ν∂σ h
σ
µ −
1
2
∂ν∂µ h+ ∂ν∂µh
−✷hµν + 1
2
ηµν ✷h− ηµν ∂α∂β hαβ + 1
2
ηµν η
αβ∂α∂β h− ηµν ✷h
≈ ∂σ∂µ hσν −
1
2
∂ν∂µ h + ∂ν∂σ h
σ
µ −
1
2
∂ν∂µ h+ ∂ν∂µh
−✷hµν + 1
2
ηµν ✷h− ηµν ∂α∂β hαβ + 1
2
ηµν ✷h− ηµν ✷h
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Finalement
− ✷hµν − ηµν ∂α∂β hαβ + ∂σ∂µ hσν + ∂ν∂σ h
σ
µ ≈
16πG
c4
Tµν (3.31)
L’utilisation de la nouvelle me´trique (3.27) n’a d’inte´reˆt pratique que combine´e au choix de jauge
harmonique .
La jauge harmonique combine´e a` un changement de me´trique
L’utilisation de la jauge harmonique (3.23), combine´e a` la nouvelle me´trique (3.27) va per-
mettre de simplifier conside´rablement les calculs. En effet, l’e´quation (3.26) se re´duit dans ce cas
a` l’e´quation de propagation
✷hµν ≈ −16πG
c4
Tµν . (3.32)
A pre´sent, il est possible de de´terminer les e´quations du champs de gravitation sous forme
d’e´quations de Maxwell, mais avant de le faire, essayons d’exprimer la condition de jauge har-
monique en utilisant la nouvelle me´trique (3.27).
A partir de (3.30) et (3.28) nous pouvons montrer que
h
ρ
ν = h
ρ
ν −
1
2
δρν h, (3.33)
ce qui permet de mettre la condition (3.23) sous la forme
∂µh
µ
β −
1
2
δµβ∂µh = 0
∂µ
(
hµβ −
1
2
δµβh
)
= 0,
ou encore en fonction de la nouvelle me´trique
∂µh
µ
β = 0. (3.34)
Montrons qu’il est toujours possible de choisir une jauge (3.34), i.e. de´terminons la transforma-
tion de coordonne´es particulie`re (3.11) permettant de ve´rifier la condition de jauge harmonique
dans la nouvelle me´trique. Pour ce faire, combinons (3.19) et (3.27) pour exprimer le changement
de jauge hµν −→ h
′
µν tel que
h
′
µν = h
′
µν −
1
2
ηµν h
′
= (hµν − ∂νξµ − ∂µξν)− 1
2
ηµν
(
ηαβ h
′
αβ
)
= (hµν − ∂νξµ − ∂µξν)− 1
2
ηµν
[
ηαβ (hαβ − ∂αξβ − ∂βξα)
]
= (hµν − ∂νξµ − ∂µξν)− 1
2
ηµν
(
h− 2 ηαβ ∂αξβ
)
=
(
hµν − 1
2
ηµν h
)
− ∂νξµ − ∂µξν + ηµν ηαβ ∂αξβ,
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soit encore finalement
hµν −→ h
′
µν = hµν − ∂νξµ − ∂µξν + ηµν ∂αξα. (3.35)
Une double contraction par la me´trique de Minkowski permet d’obtenir les composantes contra-
variantes au premier ordre
h
′ ρσ
= h
ρσ − ηµρηνσ (∂νξµ + ∂µξν) + ηµρηνσ ηµν ∂αξα
de sorte a` avoir
h
ρσ −→ h
′ ρσ
= h
ρσ − ηνσ ∂νξρ − ηµρ ∂µξσ + ηρσ ∂αξα. (3.36)
Appliquons a` pre´sent une de´rivation (au premier ordre, nous avons ∂′σ ≈ ∂σ)
∂
′
σ h
′ ρσ
= ∂σ h
ρσ − ηνσ ∂σ ∂νξρ − ηµρ ∂σ ∂µξσ︸ ︷︷ ︸
µ→σ et σ→α
+ηρσ ∂σ ∂αξ
α
= ∂σ h
ρσ − ηνσ ∂σ ∂νξρ − ησρ ∂α ∂σ ξα + ηρσ ∂σ ∂αξα
= ∂σ h
ρσ − ηνσ ∂σ ∂νξρ,
pour avoir finalement
∂σ h
ρσ −→ ∂′σ h
′ ρσ
= ∂σ h
ρσ −✷ξρ. (3.37)
La transformation de coordonne´es (3.11) pour laquelle ξµ ve´rifie la condition
✷ξµ = ∂σ h
µσ
, (3.38)
permet de passer a` un syste`me de coordonne´es ou` la condition de jauge (3.34) est ve´rifie´e
∂σ h
ρσ −→ ∂′σ h
′ ρσ
= 0. (3.39)
Remarquons finalement que l’application de la condition de jauge (3.34) dans (3.31) permet
aussi d’aboutir a` l’e´quation de propagation (3.32).
3.2.6 Equations d’Einstein line´arise´es sous forme d’e´quations de type Max-
well : Approche de P. Huei
Dans ce qui suit nous allons montrer que, sous certaines conditions, les e´quations d’Einstein
line´arise´es peuvent se re´duirent a` un ensemble d’e´quations similaire au groupe d’e´quations de
Maxwell.
Dans un premier temps, nous supposerons que la composante dominante du tenseur e´nergie-
impulsion T oo ∝ c2 (2.161) est la seule composante non nulle. Ainsi, dans le cadre de l’approxi-
mation de Newton, l’acce´le´ration de la particule est proportionnelle au gradient d’un certain
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potentiel scalaire φg produisant un effet radial sur une particule test (il permettra de de´finir le
champs gravitoe´lectrique).
Dans un deuxie`me temps, nous allons conside´rer que le mouvement des particules n’est pas
suffisamment lent pour pouvoir ne´gliger les composantes T 0i ∝ c vi (2.162). Par contre, les
contraintes a` l’inte´rieur de la source du champs de gravitation sont suppose´es ne´gligeables, ainsi
les composantes T ij ∝ vi vj sont nulles (2.163). Dans ce cas de figure, l’e´quation de mouvement
d’une particule est similaire a` l’e´quation d’une charge e´lectrique soumise a` une force de Lorentz.
Il y a apparition d’un nouveau type d’effet de gravitation similaire a` l’effet du champs magne´tique
sur une charge e´lectrique. Celui-ci est du a` un potentiel vecteur permettant de de´finir un champ
gravitomagne´tique qui agit de manie`re orthoradiale sur la particule test.
Champ Gravitoe´lectrique
Dans le cas de l’approximation de Newton 4, la seule composante non nulle du tenseur
e´nergie-impulsion est T oo = ρm c2.
Nous cherchons des solutions stationnaires de (3.32) pour lesquelles ∂thµν sont ne´glige´s
1
c2
∂2
∂t2
hµν︸ ︷︷ ︸
ne´glige´
−−→∇2 hµν ≈ −16πG
c4
Tµν
⇒

−→∇2 hµν ≈ 0 ∀ µ, ν (sauf quand µ = ν = 0)
−→∇2 h00 ≈ 16πGρm
c2
.
(3.40)
La premie`re e´quation de (3.40) n’admet de solutions re´gulie`res compatibles avec l’exigence de
la convergence asymptotique, a` l’infini spacial, vers une me´trique de Minkowski que si hij = 0
et hi0 = 0.
Dans le but de re´duire la deuxie`me e´quation de (3.40) a` une e´quation de type Poisson, intro-
duisons le potentiel gravitationnel
φg =
c2
4
h00 (3.41)
pour avoir −→∇2 φg ≈ 4πGρm. (3.42)
A l’approximation newtonienne, ou` τ ≃ t, l’e´quation des ge´ode´siques (2.141) d’une particule
test
d2xµ
dτ 2
= −Γµ00
dx0
dτ
dx0
dτ
− 2 Γµ0i
dx0
dτ
dxi
dτ
− Γµij
dxi
dτ
dxj
dτ
4. champ faible, particules lentes, re´gime stationnaire et contraintes a` l’inte´rieur de la source ne´gligeables
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se re´duit a`
d2xµ
dt2
≃ −Γµ00
c dt
dt
c dt
dt
− 2 Γµ0i
c dt
dt
dxi
dt
− Γµij
dxi
dt
dxj
dt
≃ −c2 Γµ00 − 2c vi Γµoi − vi vj Γµij(3.43)
En ne´gligeant les deux derniers termes par rapport au premier nous avons
d2xµ
dt2
≈ −c2 Γµ00. (3.44)
Or d’apre`s (3.3), le symbole de Christoffel apparaissant dans l’expression pre´ce´dente
Γµ00 ≈
1
2
ηµλ(∂0h0λ + ∂0hλ0 − ∂λh00)
se re´duit dans le cas stationnaire a`
Γµ00 ≈ −
1
2
ηµλ ∂λh00. (3.45)
Pour µ = i = 0, 1, 3, nous avons
Γi00 ≈
1
2
∂ih00, (3.46)
de sorte que les composantes spatiales de l’acce´le´ration de la particule soient donne´es par
d2xi
dt2
≈ −c
2
2
∂ih00. (3.47)
Il ne reste plus a` pre´sent que d’exprimer cette acce´le´ration en fonction du potentiel gravitationnel
φg. Pour ce faire, rappelons que dans le cadre de l’approximation newtonienne
hij = 0 (3.48)
hi0 = 0 (3.49)
h00 = 4φg/c
2, (3.50)
de sorte que (3.29) permet de de´duire les composantes de la perturbation de la me´trique
hij = hij − 1
2
ηij h = 0 (3.51)
hi0 = 0 (3.52)
h00 = h00 − 1
2
η00 h = h00 − 1
2
(h00 − h11 − h22 − h33) = 1
2
h00 =
2
c2
φg. (3.53)
En remplac¸ant (3.53) dans (3.47)
d2xi
dt2
≈ −∂iφg, i = 1, 2, 3 (3.54)
nous aboutissons a` l’expression finale
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−→a ≈ −−→∇φg. (3.55)
C.Q.F.D
A l’approximation newtonnienne, le champ de gravitation radial −→g , cre´e´ par une source
mate´rielle, de´rive du potentiel scalaire φg de telle sorte que la force qui agit sur une masse ponc-
tuelle mg est donne´e par
mg
−→g ≈ mi(−−→∇φg). (3.56)
Ce champ de gravitation est analogue au champ e´lectrostatique −→E qui agit sur une charge ponc-
tuelle q
q
−→
E = mi(−−→∇φ). (3.57)
Pour cette raison, le champ −→g est appele´ champ Gravitoe´lectrique.
Champ Gravitomagne´tique et e´quations pour la gravitation de type Maxwell
De fac¸on analogue au champ e´lectromagne´tiqueF µν = ∂µAν−∂νAµ, P. Huei [76] a introduit
la combinaison line´aire suivante
Gµνλ ≡ 1
4
(
∂λh
µν − ∂νhµλ + ηµν ∂αhλα − ηµλ ∂αh να
)
(3.58)
des de´rive´es de la perturbation de la me´trique pour de´terminer les effets des corps en mouvement.
Les de´rivations peuvent eˆtre e´crites de fac¸on plus simple en adoptant la convention ∂µW = W,µ
et ∂µW =W ,µ de sorte que
Gµνλ ≡ 1
4
(
h
µν,λ − hµλ,ν + ηµν hλα,α − ηµλ h
να
,α
)
. (3.59)
1. Quelques proprie´te´s de Gµνλ
Dans la jauge harmonique
h
µν
,ν = 0, (3.60)
montrons les trois proprie´te´s suivantes
Gµνλ = − Gµλν (3.61)
Gµνλ + Gνλµ + Gλµν = 0 (3.62)
Gαµν,λ + Gανλ,µ + Gαλµ,ν = 0 (3.63)
La proprie´te´ d’antisyme´trie (3.61) de´coule de l’utilisation de la condition de jauge harmo-
nique dans la de´finition (3.59)
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Gµνλ = 1
4
(
h
µν,λ − hµλ,ν + ηµν hλα,α︸ ︷︷ ︸
0
−ηµλ h να,α︸ ︷︷ ︸
0
)
= −1
4
(
h
µλ,ν − hµν,λ
)
= − Gµλν
C.Q.F.D
Pour montrer la proprie´te´ de cyclicite´ (3.62), il suffit de sommer membre a` membre les
expressions
Gµνλ = 1
4
(
h
µν,λ − hµλ,ν
)
Gνλµ = 1
4
(
h
νλ,µ − h νµ,λ
)
Gλµν = 1
4
(
h
λµ,ν − hλν,µ
)
pour avoir finalement
Gµνλ + Gνλµ + Gλµν = 0
C.Q.F.D
De meˆme pour montrer la cyclicite´ par rapport aux trois derniers indices de Gαµν,λ figurant
dans (3.63), il suffit de sommer membre a` membre
Gαµν,λ = ηλσ Gαµν,σ =
1
4
ηλσ ∂σ
(
h
αµ,ν − hαν,µ
)
=
1
4
(
h
αµ,νλ − hαν,µλ
)
Gανλ,µ = 1
4
(
h
αν,λµ − hαλ,νµ
)
Gαλµ,ν = 1
4
(
h
αλ,µν − hαµ,λν
)
pour avoir finalement
Gαµν,λ + Gανλ,µ + Gαλµ,ν = 0
C.Q.F.D
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2. Une expression de l’e´quation d’Einstein line´arise´e dans la jauge harmonique
A partir de (3.31) l’e´quation d’Einstein line´arise´e, dans la jauge harmonique, devient
4πG
c4
ηµρηνγ Tµν ≈ 1
4
[
ηµρηνγ
(
∂ν∂σ h
σ
µ + ∂σ∂µ h
σ
ν
)
− ηµρηνγ ✷hµν − ηµρηνγ ηµν ∂α∂β hαβ
]
4πG
c4
T ργ ≈ 1
4
[
ηνγ ∂ν∂σ h
σρ
+ ηµρ ∂σ∂µ h
σγ −✷h ργ − η ργ ∂α∂β hαβ
]
4πG
c4
T ργ ≈ 1
4
[
ηβγ ∂β∂α h
αρ
+ ηαρ ∂β∂α h
βγ − ηαβ ∂α∂βh ργ − η ργ ∂α∂β hαβ
]
−4πG
c4
T ργ ≈ 1
4
[(
ηαβ ∂α∂β h
ργ − ηβγ ∂β∂α hαρ
)
+
(
η ργ ∂α∂β h
αβ − ηαρ ∂β∂α h βγ
)]
−4πG
c4
T ργ ≈ ∂α
{
1
4
[(
ηαβ ∂β h
ργ − ηβγ ∂β h ρα
)
+
(
η ργ ∂β h
αβ − ηρα ∂β h γβ
)]}
−4πG
c4
T ργ ≈ ∂α
{
1
4
[(
h
ργ,α − h ρα,γ
)
+
(
η ργ h
αβ
,β − ηρα h
γβ
,β
)]}
pour pouvoir enfin l’e´crire sous la forme
∂αGργα ≈ −4πG
c4
T ργ. (3.64)
L’inte´reˆt d’introduire le tenseur (3.59), c’est de pouvoir mettre les e´quations d’Einstein
line´aires dans la jauge harmonique (3.64) sous une forme analogue aux e´quations de Max-
well
∂µF
µν = µ0J
ν , (3.65)
avec source.
3. Groupe d’e´quations de la gravite´ sous forme d’e´quations de Maxwell
Introduisons le champ Gravitoe´lectrique −→g = (g1, g2, g3) tel que [76]{
gi = c2 G00i
i = 1, 2, 3
(3.66)
le potentiel vecteur −→Ag = (A 1g , A 2g , A 3g ) dont les composantes sont de´finies par [76]{
A ig = c h
0i
/4
i = 1, 2, 3
(3.67)
et le champ Gravitomagne´tique
−→
Bg = (B
1
g , B
2
g , B
3
g ), avec [76]
B 1g = c G023
B 2g = c G031
B 3g = c G012
(3.68)
87
chapitre 3 La Gravite´ Line´aire
Utilisons (3.68) et (3.59) pour montrer que−→Bg est de´fini a` partir du potentiel vecteur−→Ag de
fac¸on analogue au champ magne´tique. En effet, nous avons pour chaque composante
B 1g = c G023 =
c
4
(
h
02,3 − h 03,2
)
= ∂3A 2g − ∂2A 3g
B 2g = c G031 =
c
4
(
h
03,1 − h 01,3
)
= ∂1A 3g − ∂3A 1g
B 3g = c G012 =
c
4
(
h
01,2 − h 02,1
)
= ∂2A 1g − ∂1A 2g
ou encore de fac¸on e´quivalente{
c G0ij = ∂j A ig − ∂iA jg = A i,jg −A j, ig
i, j = 1, 2, 3
(3.69)
ce qui permet finalement de montrer que le champ Gravitomagne´tique de´rive du potentiel
vecteur selon la relation
−→
Bg =
−→∇ ×−→Ag. (3.70)
C.Q.F.D
De´terminons a` pre´sent le groupe d’e´quations de la gravite´ analogue au groupe d’e´quations
de Maxwell :
(a) Compte tenu de la de´finition des composantes du champ Gravitomagne´tique (3.68),
l’e´quation (3.63) permet d’avoir
G012,3 + G023,1 + G031,2 = 0
1
c
(
∂3B 3g + ∂
1B 1g + ∂
2B 2g
)
= 0
ou encore de fac¸on e´quivalente
−→∇.−→Bg = 0. (3.71)
C.Q.F.D
Cette relation est compatible avec la de´finition (3.70) ; elle exprime le fait que le flux
du champ Gravitomagne´tique a` travers une surface quelconque est nul. L’e´quation de
Maxwell analogue a` (3.71) est
div−→B = 0.
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(b) En s’inte´ressant a` la composante T 00, l’e´quation d’Einstein (3.64)
− 4πG
c4
T 00 ≈ ∂G
00λ
∂xλ
−4πG
c4
(ρm c
2) ≈ ∂0 G000︸︷︷︸
0
+∂1 G001 + ∂2 G002 + ∂3 G003
permet de retrouver l’e´quation locale qui de´crit la ge´ne´ration du champ Gravitoe´lectrique
a` partir d’une densite´ de masse
−→∇.−→g ≈ −4πGρm (3.72)
C.Q.F.D
Cette relation est analogue a` l’e´quation de Maxwell
div−→E = ρ/ε0.
(c) En s’inte´ressant a` la composante T i0, l’e´quation d’Einstein (3.64) permet aussi d’avoir
− 4πG
c4
T i0 ≈ ∂G
i0λ
∂xλ
−4πG
c4
[
(ρm c
2)
vi
c
]
≈ ∂0 G0i0︸ ︷︷ ︸
−∂0 G00i
+∂1 G0i1 + ∂2 G0i2 + ∂3 G0i3
−4πGρm
c3
vi ≈ −1
c
∂
∂t
(
gi
c2
)
+
1
c
[
∂1
(
A i,1g − A 1, ig
)
+ ∂2
(
A i,2g − A 2, ig
)
+∂3
(
A i,3g − A 3, ig
) ]
.
Pour chaque valeur i = 1, 2, 3 de l’indice spatial libre, nous obtenons une e´quation
∂2
(
A 1,2g −A 2, 1g
)
+ ∂3
(
A 1,3g − A 3, 1g
) ≈ −4πGρm
c2
v1 +
1
c2
∂g1
∂t
∂1
(
A 2,1g −A 1, 2g
)
+ ∂3
(
A 2,3g − A 3, 2g
) ≈ −4πGρm
c2
v2 +
1
c2
∂g2
∂t
∂1
(
A 3,1g −A 1, 3g
)
+ ∂2
(
A 3,2g − A 2, 3g
) ≈ −4πGρm
c2
v3 +
1
c2
∂g3
∂t
.
Compte tenu de la de´finition des composantes du champ Gravitomagne´tique (3.68),
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les trois e´quations pre´ce´dentes se mettent sous la forme
+∂2B
3
g − ∂3B 2g ≈ −
4πGρm
c2
v1 +
1
c2
∂g1
∂t
−∂1B 3g + ∂3B 1g ≈ −
4πGρm
c2
v2 +
1
c2
∂g2
∂t
+∂1B
2
g − ∂2B 1g ≈ −
4πGρm
c2
v3 +
1
c2
∂g3
∂t
,
ou de fac¸on e´quivalente
−→∇ ×−→Bg ≈ −4πG
c2
(ρm
−→v ) + 1
c2
∂−→g
∂t
. (3.73)
C.Q.F.D
Cette relation est analogue a` l’e´quation de Maxwell
rot
−→
B = µ0
−→
j + µ0ε0
∂
−→
E
∂t
,
ou` µ0ε0 = c
−2 et la densite´ de courant est donne´e par −→j = ρ−→v , en fonction de la
densite´ de charge ρ.
(d) En utilisant la de´finition des composantes du champ Gravitoe´lectrique (3.66) et du
potentiel vecteur ( 3.67), la relation (3.63) permet d’avoir
0 = G00i,j + G0ij,0 + G0j0,i
0 = ∂j G00i + ∂0 G0ij + ∂i G0j0︸︷︷︸
−G00j
0 = ∂j
(
gi/c2
)
+
1
c
∂0
(
A i,jg − A j, ig
)− ∂i (gj/c2)
0 =
1
c2
(
∂j gi − ∂i gj)+ 1
c2
∂t
(
A i,jg − A j, ig
)
. (3.74)
En explicitant les valeurs des indices libres i, j = 1, 2, 3 nous aboutissons aux trois
relations 
(∂2 g1 − ∂1 g2) = −∂t
(
A 1,2g − A 2, 1g
)
(∂3 g1 − ∂1 g3) = −∂t
(
A 1,3g − A 3, 1g
)
(∂2 g3 − ∂3 g2) = −∂t
(
A 3,2g − A 2, 3g
)
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qui expriment les composantes spatiales du produit vectoriel du champ Gravitoe´lectrique
(−→∇ ×−→g )3 = −∂t (A 1,2g −A 2, 1g )(−→∇ ×−→g )2 = −∂t (A 1,3g −A 3, 1g )(−→∇ ×−→g )1 = −∂t (A 3,2g −A 2, 3g )
de sorte a` avoir finalement
−→∇ ×−→g = −∂
−→
Bg
∂t
. (3.75)
C.Q.F.D
L’e´quation (3.75) est analogue a` l’e´quation de Maxwell
rot
−→
E = −∂
−→
B
∂t
.
(e) Montrons aussi la relations suivante
✷
−→
Ag ≈ −4πG
c2
(ρm
−→v ) (3.76)
L’utilisation de la composante de´finie par µ = 0 et ν = i de l’e´quation d’Einstein
line´aire (3.32) permet d’avoir
c
4
✷h
0i ≈ −4πG
c3
T 0i
✷A ig ≈ −
4πG
c3
[
(ρm c
2)
vi
c
]
ce qui conduit a` la relation

✷A ig ≈ −
4πG
c2
(
ρm v
i
)
i = 1, 2, 3
C.Q.F.D
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4. Equation de mouvement d’une particule soumise a` une force de gravite´ de type Lo-
rentz
Reprenons l’e´quation des ge´ode´siques (3.43), e´crite a` faibles vitesses ou` τ ≃ t,
d2xµ
dt2
≃ −c2 Γµ00 − 2 c vi Γµoi − vi vj Γµij (3.77)
En se plac¸ant dans le cas ou` les contraintes a` l’inte´rieur de la source mate´rielle sont
ne´gligeables de sorte a` pouvoir ne´gliger le dernier terme par rapport aux deux premiers
(T ij ∝ vivj est ne´glige´ devant la densite´ d’e´nergie T 00 ∝ c2 et la densite´ de quantite´ de
mouvement T 0i ∝ cvi), nous pouvons e´crire
d2xµ
dt2
≈ −c2 Γµ00 − 2 c vi Γµoi (3.78)
Dans le cas stationnaire et conforme´ment a` (3.3) nous avons, d’une part,
Γl00 ≈
1
2
∂lh00, (3.79)
et d’autre part,
Γl0i ≈
1
2
ηlλ(∂0hiλ + ∂ihλ0 − ∂λh0i) ≈ 1
2
ηll︸︷︷︸
−1
(∂0hil︸︷︷︸
0
+∂ihl0 − ∂lh0i)
Γl0i ≈ −
1
2
(∂ihl0 − ∂lh0i) (3.80)
En tenant compte de (3.80), (3.79) et (3.78), nous obtenons pour chaque valeur de l’indice
libre l de l’e´quation (3.78), les trois composantes de l’acce´le´ration
(a) Pour l = 1
d2x1
dt2
≈ −c
2
2
∂1h00 − 2 c
(
−1
2
)
(∂ih01 − ∂1h0i)vi
≈ −c
2
2
∂1h00 + c (∂1h01 − ∂1h01) v1 + c (∂2h01 − ∂1h02) v2
+c (∂3h01 − ∂1h03) v3
d2x1
dt2
≈ −c
2
2
∂1h00 + 4
[
c (∂2h01 − ∂1h02) v
2
4
+ c (∂3h01 − ∂1h03) v
3
4
]
(3.81)
(b) Pour l = 2
d2x2
dt2
≈ −c
2
2
∂2h00 − 2 c
(
−1
2
)
(∂ih02 − ∂2h0i)vi
d2x2
dt2
≈ −c
2
2
∂2h00 + 4
[
c (∂1h02 − ∂2h01) v
1
4
+ c (∂3h02 − ∂2h03) v
3
4
]
(3.82)
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(c) Pour l = 3
d2x3
dt2
≈ −c
2
2
∂3h00 − 2 c
(
−1
2
)
(∂ih03 − ∂3h0i)vi
d2x2
dt2
≈ −c
2
2
∂3h00 + 4
[
c (∂1h03 − ∂3h01) v
1
4
+ c (∂2h03 − ∂3h02) v
2
4
]
(3.83)
Dans la jauge harmonique nous avons
A ig = η
iσ (Ag)σ = η
ii (Ag)σ = −(Ag)i ⇒ (Ag)i = − c
4
h
0i
=
c
4
h0i =
c
4
h0i (3.84)
de sorte que les composantes de l’acce´le´ration pre´ce´dentes deviennent
d2x1
dt2
≈ −
(−→∇φg)
1
+ 4
{[
∂2(Ag)1 − ∂1(Ag)2
]
v2 +
[
∂3(Ag)1 − ∂1(Ag)3
]
v3
}
≈ −
(−→∇φg)
1
+ 4
[
− (Bg)3 v2 + (Bg)2 v3
]
≈ −
(−→∇φg)
1
+ 4
(−→v ×−→Bg)
1
(3.85)
d2x2
dt2
≈ −
(−→∇φg)
2
+ 4
(−→v ×−→Bg)
2
(3.86)
d2x3
dt2
≈ −
(−→∇φg)
3
+ 4
(−→v ×−→Bg)
3
(3.87)
Les trois expressions pre´ce´dentes (3.85), (3.86) et (3.87) se mettent sous la forme vecto-
rielle e´quivalente
d2−→x
dt2
≈ −−→∇φg + 4
(−→v ×−→Bg) (3.88)
C.Q.F.D
Cette dernie`re e´quation repre´sente l’acce´le´ration d’une particule ponctuelle soumise a` une
force gravitationnelle de type Lorentz
mi
d2−→x
dt2
≈ mg
[
−→g + 4
(−→v ×−→Bg)], (3.89)
a` faible vitesse.
En plus de l’effet radial duˆ au champ Gravitoe´lectrique −→g , il y a apparition d’un effet ortho-
radial sur la particule test, duˆ au champ Gravitomagne´tique−→Bg.
La pre´sence d’un facteur 4 inde´sirable dans la partie magne´tique de la force de type Lorentz
(3.89) trouve son origine dans la de´finition des composantes du potentiel vecteur en fonction
des composantes de la perturbation de la me´trique (3.84) ; soulignons que ce re´sultat a aussi e´te´
retrouve´ par Wald [77].
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3.2.7 Ge´ne´ration des Ondes Gravitationnelles
Dans la jauge harmonique, l’e´quation d’Einstein line´aire (3.32),
✷hµν ≈ −16πG
c4
Tµν , (3.90)
est analogue a` l’e´quation de propagation du 4-potentiel e´lectromagne´tique Aµ(φ/c,−→A )
✷Aµ = µ0 J
µ (3.91)
dans la jauge de Lorentz ∂µAµ = 0, ou` Jµ(ρ c, ρ−→v ) repre´sente le 4-courant. Ces e´quations de
Maxwell impliquent que le mouvement des charges e´lectriques de la source ge´ne`re des ondes
e´lectromagne´tique. De fac¸on analogue a` l’e´lectromagne´tisme, les e´quations d’Einstein line´aires,
dans la jauge harmonique impliquent que le mouvement des masses constituant la distribution
mate´rielle entraıˆne l’apparition d’ondes gravitationnelles [93].
Solution des potentiels retarde´s
La pre´sence du d’Alembertien dans l’e´quation d’Einstein line´aire (3.90) montre clairement
que la perturbation de la me´trique, ou de fac¸on e´quivalente l’onde gravitationnelle, se propage a`
la vitesse de la lumie`re.
Une conse´quence de la line´arisation de l’e´quation d’Einstein, dans la jauge harmonique, est
le fait de pouvoir de´coupler le mouvement des composantes de la me´trique de la perturbation de
sorte que la propagation de chaque composante hµν est ge´ne´re´e par la composante correspon-
dante Tµν du tenseur e´nergie-impulsion. Dans le re´gime non line´aire, caracte´rise´ par des champs
gravitationnels intenses, aucun choix de jauge ne permet d’aboutir a` des e´quations de´couple´es ;
de´sormais les diffe´rents modes de la perturbation sont fortement interagissant de manie`re que la
propagation des composantes hµν ne se fait plus de fac¸on inde´pendante des autres composantes.
D’une manie`re ge´ne´rale, une e´quation de propagation line´aire avec second membre
✷ψ(−→x , t) = 4π f(−→x , t) (3.92)
admet une solution sous forme d’une somme e´tendue a` toutes les contributions individuelles et
retarde´es 5 de tous les points de la source [81]
ψ(−→x , t) =
∫
d3x
′
[
f(−→x ′, t′)]
ret
‖−→x −−→x ′‖
ou`
[
f(
−→
x
′
, t
′
)
]
ret
= f
(−→x ′ , t− ‖−→x−−→x ′‖
c
)
.
Ainsi, de manie`re analogue a` la solution e´lectromagne´tique des potentiels retarde´s
φ(−→x , t) = 1
4πε0
∫
d3x
′
[
ρ(−→x ′ , t′)
]
ret
‖−→x −−→x ′‖ (3.93)
−→
A (−→x , t) = µ0
4π
∫
d3x
′
[−→
j (−→x ′ , t′)
]
ret
‖−→x −−→x ′‖ , (3.94)
5. Seule la solution retarde´e est retenue et la solution avance´e est ignore´e car non physique
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l’e´quation d’Einstein line´aire (3.90) admet comme solution [94]
hµν(
−→x , t) = − χ
2π
∫
d3x
′ 1
‖−→x −−→x ′‖ Tµν
(
−→x ′ , t− ‖
−→x −−→x ′‖
c
)
(3.95)
ou` χ
2π
= 4G
c4
.
Comparaison des rayonnements Gravitationnel et Electromagne´tique
Dans le cas des radiations gravitationnelles e´mises par une source isole´e, suffisamment e´loigne´e 6
et constitue´e d’une matie`re dote´ d’un mouvement non relativiste 7, il est possible de montrer que
la solution (3.95) me`ne dans le cas ou` µ = i et ν = j a` [78, 94]
hij(
−→x , t) ≈ − χ
2π
(
1
2c2‖−→x ‖
)
d 2Iij
dt2
(3.96)
ou`
Iij =
∫
d3x
′
x
′
ix
′
j T00(
−→x ′, t) (3.97)
est le tenseur moment quadrupolaire.
En e´lectromagne´tisme, la contribution principale au rayonnement e´lectromagne´tique provient
du changement du moment dipolaire de la densite´ de charge ; la puissance rayonne´e a` travers une
sphe`re de grand rayon ‖−→x ‖ est donne´e [111]
P =
[
p¨(t− ‖−→x ‖/c)
]2
6πc
(3.98)
en fonction du moment dipolaire p(t) = q d(t). Il est clair que le rayonnement e´lectromagne´tique
est e´troitement lie´ a` l’acce´le´ration d¨ = p¨/q des charges e´lectriques.
En e´lectromagne´tisme, le de´placement du centre de densite´ de charge, relie´ a` une variation
du moment dipolaire, est permis, alors que le moment dipolaire gravitationnel est identique-
ment nul. Le moment quadripolaire, qui mesure l’e´cart du syste`me de la forme sphe´rique, est
ge´ne´ralement plus petit que le moment dipolaire, de plus la gravite´ se couple tre`s faiblement
avec la matie`re 8 ; pour toutes ces raisons le rayonnement gravitationnel est beaucoup plus faible
que le rayonnement e´lectromagne´tique [78].
6. Pour une source isole´e et suffisamment e´loigne´e, il est possible d’effectuer le de´veloppement limite´ suivant
[110]
1
‖−→x − −→x ′‖ =
1
‖−→x ‖ +
−→x .−→x ′
‖−→x ‖3 +
3∑
i=1
3∑
j=1
xixj
2‖−→x ‖5
(
3 x
′ix
′j − ‖−→x ′‖2 δij
)
+ · · ·
7. La matie`re voyage dans la source beaucoup moins vite que la lumie`re.
8. A cause de la faible valeur de la constante de Gravitation universelle G
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3.2.8 Ondes Gravitationnelles : Approche de S. Carroll
Introduction
Dans le cadre de l’approximation du champ faible, nous allons nous inte´rresser a` la descrip-
tion du rayonnement gravitationnel. Dans ce qui suit, il est question d’e´tudier les degre´s de liberte´
effectifs du champ de gravitation hµν , libres de se propager et dote´s d’une existence inde´pendante
de la source qui les produit ; autrement dit, une fois cre´es les ondes gravitationnelles se propagent
dans l’espace meˆme si la source qui les produit est supprime´e.
Dans le contexte de la Gravite´ Line´aire, l’invariance du tenseur d’Einstein (3.9) par trans-
formation de jauge (3.19) devrait permettre d’effectuer un choix de jauge particulier pour pou-
voir re´soudre les e´quations d’Einstein. Ne´anmoins, avant d’exploiter cette liberte´ de jauge il
serait instructif de choisir un syste`me de coordonne´es inertiel dans l’espace de Minkowski et de
de´composer les composantes de la perturbation de la me´trique hµν comme suit [109]
hµν

h00 h01 h02 h03
h01 h11 h12 h13
h02 h12 h22 h23
h03 h13 h23 h33
 −→

h00, Scalaire.
h0i(i = 1, 2, 3), Vecteur.
hij(i, j = 1, 2, 3), Tenseur syme´trique.
(3.99)
A leurs tours les hij sont de´compose´s, d’une part, en une partie a` trace nulle et, d’autre part, en
une partie a` trace non nulle, tel que
h00 = 2φ/c
2 (3.100)
h0i = −ωi/c (3.101)
hij = 2δij ψ − 2Sij (3.102)
ou` 9
ψ =
1
6
δij hij (3.103)
Sij =
1
2
(
1
3
δkl hkl δij − hij
)
. (3.104)
L’esprit de cette de´composition est analogue a` la de´composition du champ e´lectromagne´tique
F µν en fonction du champ e´lectrique −→E et du champ magne´tique −→B .
Les de´finitions pre´ce´dentes permettent de calculer le carre´ de l’interval infinite´simal
ds2 = gµν dx
µdxν = g00(dx
00)2 + 2 goi dx
0dxi + gij dx
idxj
=
(
1 + 2φ/c2
)
(c dt)2 − 2 ωi
c
(c dt)dxi + (−δij + hij) dxidxj
=
(
1 + 2φ/c2
)
(c dt)2 − 2ωidtdxi + [−δij + 2 (δij ψ − Sij)] dxidxj
9. La partie a` trace nulle est de´finie de telle sorte que δij Sij = 12
(
δij hij − 13 δkm hkm δijδij︸ ︷︷ ︸
3
)
= 0
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dont l’expression finale est donne´e par 10
ds2 = c2
(
1 +
2φ
c2
)
dt2 − 2ωidtdxi −
[
δij
(
1− 2ψ)+ 2Sij] dxidxj . (3.105)
Equation de mouvement d’une particule soumise a` la gravite´
Dans le but de de´terminer le sens physique de chaque composante de hµν , conside´rons
le mouvement d’une particule test de´crivant une ge´ode´sique. Avec les de´finition des champs
(3.100), (3.101) et (3.102), Carroll arrive a` reproduire une force gravitationnelle de type Lorentz,
sans le facteur 4 inde´sirable [78]. Ne´anmoins les seuls degre´s de liberte´ effectifs, capables de
de´crire une re´alite´ physique dans la jauge transverse, sont repre´sente´s par la partie a` trace nulle
Sij , de sorte que le potentiel scalaire φ, le potentiel vecteur ωi et la trace spatiale ψ sont vus
comme des degre´s de liberte´ qui ne se propagent pas et qui ve´rifient des e´quations de contraintes.
1. Equation de Ge´ode´siques
Le 4-vecteur e´nergie-impulsion est de´fini
P µ = m
dxµ
dτ
de sorte que
P 0 = m
dx0
dτ
= mc
dt
dτ
= mγc =
E
c
(3.106)
P i = m
dxi
dτ
= m
dxi
dt
dt
dτ
= mγ
dxi
dt
=
E
c2
vi. (3.107)
L’e´quation des ge´ode´siques
d 2xµ
dτ 2
+ Γµρσ
dxρ
dτ
dxσ
dτ
= 0 (3.108)
peut se mettre sous la forme
m
d
dτ
(
m
dxµ
dτ
)
= −Γµρσ
(
m
dxρ
dτ
)(
m
dxσ
dτ
)
m
dP µ
dτ
= −Γµρσ P ρ P σ. (3.109)
Nous pouvons calculer la variation, par rapport au temps, du 4-vecteur e´nergie-impulsion,
10. Le re´sultat dans [78] est donne´ par un facteur (-1) global du fait que S. Carroll utilise la me´trique ηµν =
(−1,+1,+1,+1)
97
chapitre 3 La Gravite´ Line´aire
a` partir de l’e´quation de ge´ode´sique (3.109)
m
dP µ
dτ
= −Γµρσ P ρ P σ
m
dP µ
dt
dt
dτ
= −Γµρσ P ρ P σ
mγ c2
c2
dP µ
dt
= −Γµρσ P ρ P σ
E
c2
dP µ
dt
= −Γµρσ P ρ P σ
Finalement
dP µ
dt
= −c2 Γµρσ
P ρ P σ
E
. (3.110)
2. Symboles de Christoffel
Au premier ordre nous avons
Γρµν =
1
2
ηρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) . (3.111)
(a) Calcul de Γ000
Γ000 =
1
2
η00︸︷︷︸
1
(∂0h00 + ∂0h00 − ∂0h00) = 1
2
∂0
(
2φ/c2
)
Γ000 =
1
c2
∂0φ (3.112)
(b) Calcul de Γi00
Γi00 =
1
2
ηiλ (∂0h0λ + ∂0hλ0 − ∂λh00) = 1
2
ηii︸︷︷︸
−1
(∂0h0i + ∂0hi0 − ∂ih00)
= −1
2
(∂0h0i + ∂0hi0 − ∂ih00) = −1
2
2 ∂0hi0 +
1
2
∂ih00
= −∂0
(
−ωi
c
)
− 1
2
∂i
(
2φ
c2
)
Γi00 = ∂0 (ωi/c) + ∂i
(
φ/c2
) (3.113)
(c) Calcul de Γ0j0
Γ0j0 =
1
2
η00 (∂jh00 + ∂0h0j − ∂0hj0) = 1
2
∂jh00
=
1
2
∂j
(
2φ
c2
)
Γ0j0 =
1
c2
∂jφ (3.114)
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(d) Calcul de Γij0
Γij0 =
1
2
ηii (∂jh0i + ∂0hij − ∂ihj0)
= −1
c
[
−1
2
(∂jωi − ∂iωj)
]
︸ ︷︷ ︸
−∂[jωi]
−1
2
∂0hij
Γ0j0 =
1
2c
(
∂jωi − ∂iωj
)
− 1
2
∂0hij (3.115)
(e) Calcul de Γ0jk
Γ0jk =
1
2
η00 (∂jhk0 + ∂kh0j − ∂0hjk)
= −1
c
[
1
2
(∂jωk + ∂kωj)
]
︸ ︷︷ ︸
∂(jωk)
−1
2
∂0hjk
Γ0jk = −
1
2c
(
∂jωk + ∂kωj
)
− 1
2
∂0hjk (3.116)
(f) Calcul de Γijk
Γijk =
1
2
ηii (∂jhki + ∂khij − ∂ihjk)
= −1
2
(
∂jhki + ∂khji︸ ︷︷ ︸
2 ∂(jhk)i
)
+
1
2
∂ihjk
Γijk = −
1
2
(
∂jhki + ∂khji
)
+
1
2
∂ihjk (3.117)
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3. Evolution de l’Impulsion
La composante spatiale µ = i de l’e´quation (3.110) est
dP i
dt
= −c2
(
Γi00
P 0 P 0
E
+ 2Γij0
P o P j
E
+ Γijk
P j P k
E
)
= c2
−Γi00
(
E
c
)(
E
c
)
E
− 2 Γij0
(
E
c
)(
E vj
c2
)
E
− Γijk
(
E vj
c2
)(
E vk
c2
)
E

= −E
c
[
∂0ωi + ∂i(φ/c)
]
− 2 E v
j
c
[
1
c
∂[jωi] − 1
2
∂0hij
]
−E v
j vk
c2
[
−1
c
∂(jhk)i +
1
2
∂ihjk
]
=
E
c2
[(
− ∂iφ− c ∂0ωi
)
−
(
∂jωi − ∂iωj
)
vj + c ∂0hij v
j
−
(
∂(jhk)i − 1
2
∂ihjk
)
vj vk
]
De´finissons les champs ”Gravitoe´lectrique”
−→
G (G1, G2, G3){
Gi ≡ −∂iφ− c ∂0ωi,
i = 1, 2, 3
(3.118)
et ”Gravitomagne´tique”−→H (H1, H2, H3){
H i ≡
(−→∇ ×−→ω )i = ǫijk ∂jωk,
i = 1, 2, 3
(3.119)
Or nous avons d’une part(
∂jωi − ∂iωj
)
vj =
(
∂1ωi − ∂iω1
)
v1 +
(
∂2ωi − ∂iω2
)
v2 +
(
∂3ωi − ∂iω3
)
v3
=

(
∂2ω1 − ∂1ω2
)
v2 +
(
∂3ω1 − ∂1ω3
)
v3, pour i=1 ;(
∂1ω2 − ∂2ω1
)
v1 +
(
∂3ω2 − ∂2ω3
)
v3, pour i=2 ;(
∂1ω3 − ∂3ω1
)
v1 +
(
∂2ω3 − ∂3ω2
)
v2, pour i=3.
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et d’autre part
−→v ×−→H = −→v ×
(−→∇ ×−→ω )
=
−→
i
[
v2 (∂1ω2 − ∂2ω1)− v3 (∂3ω1 − ∂1ω3)
]
+
−→
j
[
v3 (∂2ω3 − ∂3ω2)− v1 (∂1ω2 − ∂2ω1)
]
+
−→
k
[
v1 (∂3ω1 − ∂1ω3)− v2 (∂2ω3 − ∂3ω2)
]
,
ce qui nous permet de de´duire que
− (∂jωi − ∂iωj)vj = (−→v ×−→H)i . (3.120)
Finalement
dP i
dt
=
E
c2
[
Gi +
(−→v ×−→H)i − c ∂0hij vj − (∂(jhk)i − 1
2
∂ihjk
)
vj vk
]
(3.121)
Les deux premiers termesGi et (−→v ×−→H )i de´crivent comment la particule test, se de´plac¸ant
sur une ge´ode´sique, re´pond aux perturbations du scalaire φ et du vecteur −→ω de fac¸on
similaire a` la force de Lorentz pour l’e´lectromagne´tisme.
Le champ Gravitoe´lectrique −→G est responsable de l’apparition d’un effet radial de la
particule test similaire a` l’effet du champ e´lectrique sur une charge q, alors que Le champ
Gravitomagne´tique −→H est responsable de l’apparition d’un effet ortho-radial similaire a`
l’effet du champ magne´tique sur une charge e´lectrique.
Les perturbations spatiales hij sont couple´es line´airement et quadratiquement aux com-
posantes de vitesses de la particule test
– Line´airement (∝ vj) → ∂0hij ; ce terme peut s’annuler, a` priori, dans le cas ou` les hij
sont stationnaires.
– Quadratiquement (∝ vj vk)→ termes ne´glige´s si on suppose que les contraintes raignant
a` l’inte´rieur de la source du champ (fluide parfait) sont ne´gligeables (Tij ∝ vi vj ≪
T0i ∝ c vi ≪ T00 ∝ c2) (cas des vitesses faibles)
Nous allons voir plus tard que seule la partie de´crite par Sij est responsable d’un effet
physique (rayonnement gravitationnel) et que la partie de´crite par ψ ne constitue pas un
degre´ de liberte´ qui se propage, donc sans le moindre effet physique de´celable.
Tenseur d’Einstein (au premier ordre)
Au premier ordre de la perturbation, les composantes du tenseur d’Einstein sont donne´es par
Gµν ≈ 1
2
[
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh− ✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
]
. (3.122)
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La trace de la perturbation est donne´e par
h = ηαβ hαβ = h00 − h11 − h22 − h33 = h00 − δijhij = h00 − 6ψ.
1. Calcul de G00
G00 =
1
2
[
∂σ∂0h
σ
0 + ∂0∂σh
σ
0 − ∂20h− ✷h00 − η00 ∂α∂βhαβ + η00✷h
]
=
1
2
[
2 ∂σ∂0h
σ
0 +
(− ∂20 + ∂20 −−→∇2)h− (∂20h00 −−→∇2h00)− (∂ 20 h00 + 2∂0∂ih0i + ∂i∂jhij)]
=
(
∂0∂0h
0
0 + ∂i∂0h
i
0
)
− 1
2
−→∇2h− 1
2
(
∂20h00 −
−→∇2h00
)
− 1
2
(
∂ 20 h
00 + 2∂0∂ih
0i + ∂i∂jh
ij
)
= −1
2
−→∇2 (h− h00)− 1
2
∂i∂jh
ij
= −1
2
−→∇2
(
h11 + h22 + h33︸ ︷︷ ︸
−6ψ
)
− 1
2
∂i∂j
[
2
(
δij ψ − Sij)]
= 3
−→∇2ψ −−→∇2ψ + ∂i∂jSij
G00 = 2
−→∇2ψ + ∂i∂jSij. (3.123)
2. Calcul de G0i
G0i =
1
2
[
∂σ∂ih
σ
0 + ∂0∂σh
σ
i − ∂0∂ih− ✷h0i − η0i︸︷︷︸
0
∂α∂βh
αβ + η0i︸︷︷︸
0
✷h
]
=
1
2
[(
∂0∂ih
0
0 + ∂j∂ih
j
0
)
+
(
∂20h
0
i + ∂0∂jh
j
i
)− ∂0∂i(h00 − 6ψ)− (∂20h0i −−→∇2 h0i︸︷︷︸
−ωi/c
)]
= − 1
2c
−→∇2ωi + 1
2
∂i(∂
jhj0) +
1
2
∂0∂
j
[
2
(
δij ψ − Sij
)]
+ 3 ∂0∂iψ
= − 1
2c
−→∇2ωi − 1
2c
∂i∂
jωj − (−δij) ∂j∂0ψ︸ ︷︷ ︸
ηij ∂j∂0ψ
−∂0∂jSij + 3 ∂0∂iψ
= − 1
2c
−→∇2ωi − 1
2c
∂i∂
jωj − ∂i∂0ψ − ∂0∂jSij + 3 ∂0∂iψ
G0i = − 1
2c
−→∇2ωi − 1
2c
∂i∂jω
j − ∂0∂jSij + 2 ∂0∂iψ. (3.124)
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3. Calcul de Gij
Gij =
1
2
[
∂σ∂jh
σ
i + ∂i∂σh
σ
j − ∂i∂jh− ✷hij + δij
(
∂α∂βh
αβ
)− δij ✷h]
=
1
2
[(
∂0∂jh
0
i + ∂k∂jh
k
i
)
+
(
∂i∂0h
0
j + ∂i∂kh
k
j
)− ∂i∂j(h00 − 6ψ)
+2✷
(
Sij − δij ψ
)
+ δij
(
∂20h
00 + 2 ∂0∂kh
0k + ∂k∂ℓh
kℓ
)− δij (∂20 −−→∇2)(h00 − 6ψ)]
= ∂0
[
1
2
(
∂jhi0 + ∂ihj0︸ ︷︷ ︸
2 ∂(ihj)0
)]
+ ∂k
[
1
2
(
∂jhki + ∂ihkj
)]
− 1
2
∂i∂j h00︸︷︷︸
2φ/c2
+3 ∂i∂jψ
+✷Sij − δij✷ψ + 1
2
δij
(
∂20h
00 + 2 ∂0∂
kh0k + ∂k∂ℓh
kℓ
)
−1
2
δij
(
∂20h00 − 6 ∂20ψ −
−→∇2 h00︸︷︷︸
2φ/c2
+6
−→∇2ψ
)
= −1
c
∂0∂(iωj) + ∂
k
[
∂j
(
δki ψ − Ski
)
+ ∂i
(
δkj ψ − Skj
)]
+
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)
φ
c2
+ 3 ∂i∂jψ
+✷Sij − δij✷ψ + δij ∂0∂k
(
−ωk
c
)
+ δij ∂k∂ℓ
(
δkℓ ψ − Skℓ
)
+ 3 δij ∂
2
0ψ − 3 δij
−→∇2ψ
Nous avons d’une part
∂k
[
∂j
(
δki ψ − Ski
)
+ ∂i
(
δkj ψ − Skj
)]
= −∂k∂jSki − ∂k∂iSkj
−[∂k(−δki)]∂j ψ − [∂k(−δkj)] ∂iψ
= −∂k (∂jSki + ∂iSkj)
− (∂kηki) ∂jψ − (∂kηkj) ∂iψ
= −2 ∂k∂(jSki) − ∂i∂j ψ − ∂j∂iψ
= −2 ∂k∂(jSki) − 2 ∂i∂jψ
et d’autre part
−δij ✷ψ + δij
(
∂k∂ℓδ
kℓ
)
ψ + 3 δij ∂
2
0ψ − 3 δij
−→∇2ψ = −δij
(
∂20 −
−→∇2)ψ + δij −→∇2ψ
+3 δij ∂
2
0ψ − 3 δij
−→∇2ψ
= 2 δij ∂
2
0ψ − δij
−→∇2ψ.
Ainsi
Gij = −1
c
∂0∂(iωj) − 2 ∂k∂(jSki) − 2 ∂i∂jψ +
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)
φ
c2
+ 3 ∂i∂jψ
+✷Sij − 1
c
δij ∂0∂
kωk − δij ∂k∂ℓSkℓ +
(− 2 δij ∂20ψ + δij −→∇2ψ).
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Finalement
Gij = −1
c
∂0∂(iωj) − 2 ∂k∂(jSki) +
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)(
φ
c2
− ψ
)
+✷Sij − 1
c
δij ∂0∂
kωk − δij ∂k∂ℓSkℓ + 2 δij ∂20ψ. (3.125)
Degre´s de liberte´
L’utilisation des expressionsG00,G0i etGij dans les e´quations d’EinsteinGµν = (8πG/c4)Tµν
va re´ve´ler que seulement une petite partie des composantes de hµν sont des degre´s de liberte´ ef-
fectifs du champ gravitationnel ; le reste des composantes obe´it a` des e´quations permettant de les
relier aux degre´s de liberte´ effectifs (e´quations de contraintes).
1. La trace spatiale ψ
D’apre`s (3.123), nous avons
8πG
c4
T00 = G00
8πG
c4
T00 = 2
−→∇2ψ + ∂i∂jSij,
ce qui permet d’isoler le laplacien de la trace spatiale
−→∇2ψ = 4πG
c4
T00 − 1
2
∂i∂jS
ij . (3.126)
Du fait qu’il n’y a pas de termes contenant des de´rive´es ”temporelles” de ψ (∂0ψ ou bien
∂20ψ) nous de´duisons que ψ est un degre´ de liberte´ qui ne se propage pas. La connaissance
de la composante T00 et des composantes Sij (avec les conditions aux limites a` l’infini)
permet de de´terminer comple`tement la trace spatiale ψ [78].
2. Les composantes ωk du potentiel vecteur
D’apre`s (3.124), nous avons aussi
8πG
c4
T0i = G0i
8πG
c4
T0i = − 1
2c
−→∇2ωi − 1
2c
∂i∂jω
j − ∂0∂jSij + 2 ∂0∂iψ
= − 1
2c
δki
−→∇2ωk − 1
2c
∂i∂
kωk − ∂0∂jSij + 2 ∂0∂iψ,
ce qui permet d’avoir(
δki
−→∇2 + ∂i∂k
)
ωk = −16πG
c3
T0i + 4c ∂0∂iψ − 2c ∂0∂kSik. (3.127)
Du fait qu’il n’y a pas de termes contenant des de´rive´es ”temporelles” de ωk, nous de´duisons
aussi que les ωk sont des degre´s de liberte´ qui ne se propagent pas. En connaissant T0i et
les Sij ainsi que ψ de´termine´ pre´ce´demment (avec les conditions aux limites a` l’infini), il
est ainsi possible de de´terminer comple`tement les ωk [78].
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3. Le potentiel scalaire φ
D’apre`s (3.125), nous avons
8πG
c4
Tij = Gij
8πG
c4
Tij = −1
c
∂0∂(iωj) +
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)(
φ
c2
− ψ
)
− 2 ∂k∂(jSki)
+✷Sij − 1
c
δij ∂0∂
kωk − δij ∂k∂ℓSkℓ + 2 δij ∂20ψ,
ce qui donne(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)
φ
c2
=
8πG
c4
Tij +
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j − 2 δij ∂20
)
ψ
+
1
c
δij ∂0∂
kωk +
1
c
∂0∂(iωj)
+2 ∂k∂(jS
k
i) + δij ∂k∂ℓS
kℓ. (3.128)
Du fait qu’il n’y a pas de termes contenant des de´rive´es ”temporelles” de φ, nous de´duisons
que le potentiel scalaire φ est un degre´ de liberte´ qui ne se propage pas. En connaissant Tµν
et les Sij , ψ et ωk e´tant de´ja` de´termine´s par des conditions aux limites a` l’infini, il est ainsi
possible de de´terminer comple`tement φ [78].
Les seuls degre´s de liberte´ effectifs dans les e´quations d’Einstein sont les Sij ; ils seront
utilise´s pour de´crire les ondes gravitationnelles.
La jauge transverse
La liberte´ de jauge va eˆtre exploite´e ; les e´quations d’Einstein (3.126), (3.127) et (3.128)
seront re´e´crites alors dans une jauge particulie`re dite : jauge transverse.
La transformation line´aire
x
′ µ = xµ + ξµ, (3.129)
va ge´ne´rer une transformation de jauge
hµν −→ h′µν = hµν − ∂νξµ − ∂µξν , (3.130)
sous laquelle le tenseur de courbure est invariant.
1. Transformation de jauge des composantes du tenseur de perturbation
Selon (A.1), (A.2) (A.3) et (A.4), les composantes du tenseur de perturbation φ, ωi, ψ et
les Sij se transforment via (3.130) comme suit [78]
φ −→ φ− c2 ∂0ξ0 (3.131)
ωi −→ ωi + c (∂0ξi + ∂iξ0) (3.132)
ψ −→ ψ + (∂iξi)/3 (3.133)
Sij −→ Sij + (∂iξj + ∂jξi) /2 +
(
∂kξ
k δij
)
/3. (3.134)
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2. Conditions de jauge
En pratique, fixer une jauge pour e´crire les e´quations d’Einstein revient a` de´terminer les
quatre composantes de ξµ figurant dans (3.129) ; autrement dit, imposer quatre relations
pour de´terminer ξ0 et ξi = (ξ1, ξ2, ξ3).
La jauge transverse est similaire a` la jauge de Coulomb ∂iAi = 0 en e´lectromagne´tisme.
Nous allons commencer par imposer aux Sij d’eˆtre spacialement transverses [78]
∂iSij = 0, (3.135)
en choisissant les ξj de sorte que (voir B.1)
−→∇2ξj − 1
3
∂j
(
∂iξ
i
)
= 2 ∂iSij. (3.136)
Ces trois relations permettent de de´terminer les trois ξj , a` condition d’imposer des condi-
tions aux limites. Ne´anmoins, ξ0 demeure encore inde´termine´, donc nous pouvons exploi-
ter cette liberte´ pour rendre le vecteur de perturbation transverse [78]
∂iωi = 0, (3.137)
et ce en imposant a` ξ0 de satisfaire (voir B.2)
−→∇2ξ0 = 1
c
∂iωi + ∂0
(
∂iξi
)
. (3.138)
Notons aussi que (3.138) permet de de´terminer ξ0 moyennant des conditions aux limites.
La condition (3.135) fournit trois e´quations, alors que la condition (3.137) fournit une
e´quation (en tout quatre e´quations) de telle sorte que la transformation de coordonne´es
(3.129) soit comple`tement de´termine´e pour satisfaire la jauge transverse.
Equations d’Einstein line´arise´es dans la jauge transverse
Les e´quations d’Einstein, exprime´es en fonction de φ, ωi, Sij et ψ sont donne´es par
G00 = 2
−→∇2ψ + ∂i
(
∂jS
ij
)
=
8πG
c4
T00 (3.139)
G0i = − 1
2c
−→∇2ωi − 1
2c
∂i
(
∂jω
j
)− ∂0 (∂jSij)+ 2 ∂0∂iψ = 8πG
c4
T0i (3.140)
Gij =
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)(
φ
c2
+ ψ
)
− 1
c
∂0∂(iωj) − 2 ∂k∂(jSki)
+✷Sij − 1
c
δij ∂0
(
∂kωk
)− δij ∂k (∂ℓSkℓ)+ 2 δij ∂20ψ = 8πGc4 Tij. (3.141)
106
chapitre 3 La Gravite´ Line´aire
Le choix des conditions (3.135) et (3.137) est motive´ par le besoin de simplifier les e´quations
d’Einstein dans le vide
0 = 2
−→∇2ψ + ∂i
(
∂jS
ij
) (3.142)
0 = − 1
2c
−→∇2ωi − 1
2c
∂i
(
∂jω
j
)− ∂0 (∂jSij)+ 2 ∂0∂iψ (3.143)
0 =
(
δij
−→∇2 − ∂i∂j
)(
φ
c2
+ ψ
)
− 1
c
∂0∂(iωj) − 2 ∂k∂(jSki)
+✷Sij − 1
c
δij ∂0
(
∂kωk
)− δij ∂k (∂ℓSkℓ)+ 2 δij ∂20ψ (3.144)
En effet, dans la jauge transverse, nous avons :
1. L’e´quation (3.142) se re´duit a`
−→∇2ψ = 0. (3.145)
Avec des conditions aux limites approprie´es 11, l’e´quation pre´ce´dente posse`de une solution
identiquement nulle [78]
ψ = 0. (3.146)
2. L’e´quation (3.143), sachant (3.146), se re´duit a`
−→∇2ωi = 0. (3.147)
De meˆme, en imposant a` ωi d’eˆtre nul a` l’infini, nous de´duisons que [78]
ωi = 0. (3.148)
3. En utilisant (3.144), (3.146), (3.148) et sachant que δij Sij = 0, le calcul de la trace
δij Gij = 0,
nous permet d’aboutir a` l’e´quation −→∇2φ = 0. (3.149)
Pour garantir a` φ d’eˆtre nul a` l’infini, il faut que
φ = 0, (3.150)
partout [78].
4. Finalement, en tenant compte de (3.146), (3.148) et (3.150), l’e´quation (3.144) se re´duit a`
l’e´quation de propagation suivante
✷Sij = 0. (3.151)
Les Sij sont des degre´s de liberte´ effectifs qui permettent de de´crire le rayonnement gravi-
tationnel dans la jauge transverse.
11. ψ = 0 a` l’infini
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Conclusion
Les de´finitions du champ (3.100), (3.101) et (3.102) ont permis a` Carroll [78] de reproduire
une force gravitationnelle de type Lorentz, sans le facteur 4 inde´sirable.
La jauge transverse est particulie`rement approprie´e pour e´tudier le rayonnement gravitation-
nel dans le cas exte´rieur a` la source ; les e´quations d’Einstein dans le vide s’y expriment de fac¸on
tre`s simple. De plus, dans cette approche seule une petite partie des composantes de la pertur-
bation hµν sont des degre´s de liberte´ effectifs ; les Sij sont utilise´s pour de´crire le rayonnement
gravitationnel, alors que h00 ∝ φ, h0i ∝ ωi et hii ∝ ψ sont identiquement nuls dans la jauge
transverse.
Il est a` noter que cette situation est totalement diffe´rente pour l’e´lectromagne´tisme ou` le
rayonnement est de´crit par les potentiels scalaire et vectoriel. De plus, nous avons vu que le
rayonnement gravitationnel est ge´ne´ralement plus faible, donc plus difficile a` de´tecter, que le
rayonnement e´lectromagne´tique et ce pour plusieurs raisons
– Le rayonnement gravitationnel est duˆ a` la variation du moment quadrupolaire alors que
le rayonnement e´lectromagne´tique est essentiellement de nature dipolaire. La contribution
dipolaire gravitationnelle est nulle du fait de l’adoption d’un repe´rage relatif au re´fe´rentiel
de centre de masse de la source, alors que la contribution dipolaire e´lectromagne´tique ne
s’annule que dans le cas ou` la charge totale de la source est nulle (corps neutre).
– L’interaction gravitationnelle est faiblement couple´e a` la matie`re du fait de la petite valeur
de la constante de gravitation universelle G.
Dans l’approche propose´e par Carroll [78], les champs sont de´finis de manie`re a` reproduire
la force gravitationnelle de type Lorentz sans le facteur 4 inde´sirable, ne´anmoins les e´quations
d’Einstein ne se re´duisent plus a` des e´quations de type Maxwell.
3.3 Version revisite´e
3.3.1 Introduction
Apre`s avoir aborde´ la Gravite´ Line´aire, dans sa version standard, nous allons a` pre´sent
pre´senter une version quelques peu diffe´rente dans le but d’aboutir a` une analogie encore plus
grande entre la gravite´ et l’e´lectromagne´tisme. Dans un premier temps, l’attention sera porte´e
sur quelques ”imperfections” des approches de Huei et de Caroll. Dans un deuxie`me temps, le
cadre the´orique de la nouvelle approche sera pre´sente´ de telle sorte a` re´ve´ler les diffe´rences avec
l’approche standard et les hypothe`ses adopte´es seront e´nume´re´es.
3.3.2 Imperfections de la version standard de la Gravite´ Line´aire
Malgre´ l’analogie frappante entre l’e´lectromagne´tisme et la Gravite´ line´aire, ne´anmoins, nous
allons attirer l’attention sur certaines ”insuffisances” dont la re´solution va nous permettre de revi-
siter la version standard de fac¸on a` aboutir a` une meilleure analogie gravitation-e´lectromagne´tisme.
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Restriction a` la jauge harmonique de la de´finition du champ gravitoe´lectrique
Rappelons que dans l’approche de Huei, la de´finition du champ gravitoe´lectrique est donne´e
par {
gi = c2 G00i
i = 1, 2, 3
(3.152)
D’apre`s (3.59), la de´finition pre´ce´dente se met sous la forme
gi =
c2
4
(
h
00,i − h 0i,0 + η00 h iα ,α − ηi0 h
0α
,α
)
=
c2
4
(
h
00,i − h 0i,0 + h iα ,α
)
=
c2
4
(
∂ih
00 − ∂0h 0i + ∂0h i0 + ∂jh ij
)
(3.153)
pour devenir finalement
gi =
c2
4
(
∂ih
00
+ ∂jh
ij
)
(3.154)
Compte tenu des de´finitions des potentiels scalaire (3.41) et vecteur (3.67), l’expression
(3.154) ne se met sous la forme usuelle d’e´lectromagne´tisme
−→g = −−→∇φg − ∂
−→
A g
∂t
(3.155)
que dans le cas de la jauge harmonique. En effet, la condition de jauge (3.34) est e´quivalente aux
quatre relations
∂µh
µ0
= 0 (3.156)
∂µh
µi
= 0 (3.157)
une composante ”temporelle” de´finie pour β = 0 et trois composantes ”spatiales” de´finies pour
β = i. D’apre`s (3.157), nous de´duisons que
∂jh
ij
= −∂0h i0 (3.158)
ce qui permet de mettre (3.154) sous la forme
gi =
c2
4
(
∂ih
00 − ∂0h 0i
)
= ∂i
(
c2 h
00
/4
)
− c ∂0
(
c h
0i
/4
)
= ∂iφg − c ∂0Aig
= −∂iφg − c
∂Aig
∂(ct)
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ou encore finalement
gi = −∂iφg −
∂Aig
∂t
. (3.159)
Le fait que la relation usuelle (3.155) entre le champ gravitoe´lectrique et les potentiels sca-
laire φg et vecteur
−→
A g soit ve´rifie´e uniquement dans une jauge particulie`re, harmonique, est une
circonstance insatisfaisante car en e´lectromagne´tisme, l’analogue de cette relation est valable
quelque soit la jauge utilise´e.
La relation (3.155) devrait eˆtre satisfaite de fac¸on inde´pendante de la jauge adopte´e de manie`re
a` aboutir a` une meilleure analogie entre la gravitation et l’e´lectromagne´tisme.
Force de type Lorentz avec un facteur inde´sirable
Dans l’approche de Huei, la force a` laquelle est soumise une particule d’e´preuve, astreinte a`
se de´placer suivant des ge´ode´siques, est de type Lorentz
mi
d2−→x
dt2
≈ mg
[
−→g + 4
(−→v ×−→Bg)], (3.160)
ne´anmoins la partie magne´tique est entache´e d’un facteur 4 inde´sirable. Bien suˆr, ce facteur n’est
pas duˆ a` une erreur de calcul, comme l’a bien souligne´ Wald [77], mais trouve ses origines dans la
de´finition des composantes du potentiel vecteur en fonction des composantes de la perturbation
de la me´trique (3.84).
Restriction au re´gime stationnaire
Le point fort, si on peut s’exprimer ainsi, de l’approche de Huei est que les e´quations d’Ein-
stein line´arise´s se re´duisent a` des e´quations de type Maxwell. A partir de l’e´quation des ge´ode´sique
d’une particule test, il est possible de montrer que la particule est soumise a` une force de type
Lorentz. En plus du facteur 4 inde´sirable, pre´ce´demment cite´, l’e´quation (3.160) a e´te´ obtenue
dans le re´gime stationnaire. En effet, les termes de type ∂0hij et ∂0hi0, survenant lors du calcul
des symboles de Christoffel dans (3.78), n’ont pu eˆtre annule´s qu’en supposant que les champs
sont independents du temps.
Cette circonstance est e´galement insatisfaisante car la force de Lorentz a` laquelle est soumise
une charge e´lectrique ponctuelle n’est pas restreinte seulement au re´gime stationnaire.
Pour terminer, nous pouvons rajouter e´galement le fait que Carroll est parvenu a` re´gler les
proble`mes relatifs a` la force de type Lorentz, par la redefinition des champs (3.100), (3.101) et
(3.102), mais sans parvenir a` mettre les e´quations d’Einstein line´aires sous forme d’e´quations de
type Maxwell.
3.3.3 Cadre the´orique et hypothe`ses adopte´es
Dans ce qui suit, il est question de revisiter la Gravite´ Line´aire de manie`re a` surmonter les
imperfections, cite´es pre´ce´demment, pour aboutir a` une plus forte similarite´ entre la gravite´ et
l’e´lectromagne´tisme.
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Me´trique adopte´e
Le champ gravitationnel est si faible que la me´trique utilise´e est une perturbation line´aire de
la me´trique minkowskienne (3.1). Le point de vue adopte´ est l’e´tude, dans la limite du champ
faible, de la propagation d’une perturbation sur une me´trique de ”fond” stationnaire.
Une conse´quence imme´diate de l’utilisation du meˆme point de vue que la version standard
de la Gravite´ Line´aire est que les expressions line´arise´es des symboles de Christofel (3.3), du
tenseur de Riemann (3.5), du tenseur de Ricci (3.7), de la courbure scalaire (3.8) et du tenseur
d’Einstein (3.9) sont aussi valables dans cette nouvelle approche.
Potentiels scalaire et vecteur
Proposons une nouvelle de´finition du potentiel scalaire
A0g =
c
2
h00 =
φg
c
(3.161)
et du potentiel vecteur { Aig = c h0i
i = 1, 2, 3
(3.162)
gravitationnels. En notation quadridimensionnelle, les de´finitions pre´ce´dentes permettent de for-
mer le quadrivecteur potentiel
Aµg = (φg/c,
−→Ag) = (A0g,A1g,A2g,A3g). (3.163)
Attirons l’attention sur le fait que la de´finition (3.161) est tout a` fait compatible avec l’ex-
pression de la composante temporelle g00 de la me´trique (2.149), obtenue a` l’approximation
newtonienne.
Champs gravitationnels types e´lectrique et magne´tique
De fac¸on analogue a` l’e´lectromagne´tisme, introduisons le tenseur antisyme´trique 12
Fµνg = ∂µAνg − ∂νAµg . (3.164)
De manie`re analogue aux de´finitions employe´es en e´lectromagne´tisme, les trois composantes
du champ gravitationnel type e´lectrique 13 −→E g(E1g,E2g,E3g) sont donne´es par 14
E
i
g = −cF0ig (3.165)
12. Fµνg = −Fνµg
13. Comparer avec la de´finition de Huei (3.66) du champ gravitoe´lectrique
14. Du fait de l’antisyme´trie de Fµνg nous avons aussi Eig = cF i0g
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alors que les trois composantes du champ gravitationnel type magne´tique 15 −→Bg(B1g,B2g,B3g) sont
donne´es par
B
i
g = −ǫijk (Fg)jk/2 (3.166)
ou` les ǫijk repre´sentent les composantes du tenseur comple`tement antisyme´trique de Le´vi-Civita 16
avec la convention ǫ123 = +1.
Contrairement a` l’approche de Huei ou` la relation usuelle (3.155) est ve´rifie´e uniquement
dans la jauge harmonique, dans cette nouvelle approche, inde´pendamment de la jauge utilise´e,
nous ve´rifions automatiquement la relation
−→
E g = −−→∇φg − ∂
−→A g
∂t
(3.167)
par l’adoption des de´finitions (3.164) et (3.165). En effet, nous avons
E
1
g/c = F10g = ∂1A0g − ∂0A1g = −∂1(φg/c)−
1
c
(
∂A1g
∂t
)
(3.168)
E
2
g/c = F20g = ∂2A0g − ∂0A2g = −∂2(φg/c)−
1
c
(
∂A2g
∂t
)
(3.169)
E
3
g/c = F30g = ∂3A0g − ∂0A3g = −∂3(φg/c)−
1
c
(
∂A3g
∂t
)
. (3.170)
D’autre part, le champ gravitationnel type magne´tique de´rive du potentiel vecteur−→A g conforme´ment
a` la relation (3.70). En effet, d’apre`s la de´finition (3.166), on peut ve´rifier que les composantes
du champ gravitomagne´tique sont
B
1
g = −
1
2
ǫ1jk (Fg)jk =
(−→∇ ×−→Ag)1 (3.171)
B
2
g = −
1
2
ǫ2jk (Fg)jk =
(−→∇ ×−→Ag)2 (3.172)
B
3
g = −
1
2
ǫ3jk (Fg)jk =
(−→∇ ×−→Ag)3 , (3.173)
ce qu’on peut e´crire sous la forme −→
Bg =
−→∇ ×−→Ag. (3.174)
15. Comparer avec la de´finition de Huei (3.68) du champ gravitomagne´tique
16. Dans l’espace a` 3-dimensions, le symbole de Levi-Civita, comple`tement antisyme´trique, est de´fini par [112]
ǫijk = ǫijk =

+1 si (i, j, k) est une permutation paire de (1, 2, 3),
−1 si (i, j, k) est une permutation impaire de (1, 2, 3),
0 sinon,
tel que 1 = ǫ123 = −ǫ213 = ǫ231 = −ǫ321 et 0 = ǫiij = ǫiji = ǫjii = ǫiii
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Equations d’Einstein line´arise´es
Le tenseur syme´trique de la perturbation hµν ve´rifie les meˆmes e´quations d’Einstein line´arise´es
8πG
c4
Tµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh−✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
)
,(3.175)
que la version standard.
Les conditions de jauges utilise´es
Rappelons que la jauge harmonique (3.23) est e´quivalente aux quatre conditions
β = 0 −→ ∂µhµ0 −
1
2
∂0h = 0 (3.176)
β = i −→ ∂µhµi −
1
2
∂ih = 0. (3.177)
Par opposition a` Caroll, dans le but d’exploiter les degre´s de liberte´ associe´s aux composantes h00
et h0i, utilisons les trois composantes ”spatiales” de la jauge harmonique (3.177) et remplac¸ons
la composante ”temporelle” par la condition alternative
hii = h
1
1 + h
2
2 + h
3
3 = 0. (3.178)
En se plac¸ant dans ce cas de figure, la trace de la perturbation
h = h00 − (h11 + h22 + h33) = h00, (3.179)
est re´duite a` la composante temporelle de la perturbation de la me´trique. Il est ainsi possible de
re´e´crire les de´finitions des potentiels scalaire (3.161) et vecteur (3.162) sous la forme unifie´e
suivante
Aµg = c
(
h0µ − 1
2
η0µh
)
. (3.180)
En effet,
A0g = c
(
h00 − η00h00/2
)
= c h00/2
Aig = c
(
h0i − ηoih00/2
)
= c h0i.
Pour re´sumer, au lieu d’adopter les quatre e´quations (3.176) et (3.177), nous retenons comme
conditions de jauge les relations (3.177) et (3.178).
3.3.4 Equations pour la Gravitation de type Maxwell
Dans ce qui se suit, nous allons montrer que les e´quations d’Einstein, dans le contexte de la
version revisite´e de la Gravite´ line´aire, se re´duisent aux e´quations de type Maxwell.
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1ier Groupe d’Equations de type Maxwell
Le premier groupe des e´quations type Maxwell est automatiquement ve´rifie´ du fait que le
tenseur antisyme´trique Fµνg est de´finit par (3.164). En effet,
∂σFµνg + ∂νFσµg + ∂µFνσg = ∂σ
(
∂µAνg − ∂νAµg
)
+ ∂ν
(
∂σAµg − ∂µAσg
)
+ ∂µ
(
∂νAσg − ∂σAνg
)
= ∂σ∂µAνg − ∂σ∂νAµg + ∂ν∂σAµg − ∂ν∂µAσg + ∂µ∂νAσg − ∂µ∂σAνg
= 0. (3.181)
Comme en e´lectromagne´tisme, il est possible de ve´rifier que les e´quations (3.181), e´crites
sous forme covariante, sont e´quivalentes aux e´quations type Maxwell suivantes
div −→Bg = 0 (3.182)
rot
−→
Eg = −∂
−→
Bg
∂t
. (3.183)
2e`me Groupe d’Equations de type Maxwell
Dans le contexte de l’approche revisite´e de la Gravite´ Line´aire, nous allons montrer que dans
le domaine line´aire, les e´quations d’Einstein dans le vide
Gµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh− ✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
)
= 0, (3.184)
se re´duisent a` des e´quations de type Maxwell.
1. G00 = 0
La composante temporelle du tenseur d’Einstein
G00 ≈ 1
2
(
∂σ∂0h
σ
0 + ∂0∂σh
σ
0 − ∂0∂0h− ηαβ∂α∂βh00 − η00 ∂α∂βhαβ + η00 ηαβ∂α∂βh
)
=
1
2
(
∂0∂0h
0
0 + ∂i∂0h
i
0 + ∂0∂0h
0
0 + ∂0∂ih
i
0 − ∂0∂0h− η00∂0∂0h00 − ηii∂i∂ih00
−∂0∂βh0β − ∂i∂βhiβ + η00∂0∂0h+ ηii∂i∂ih
)
=
1
2
(
2 ∂0∂0h
0
0 + 2 ∂i∂0h
i
0 − 2 ∂0∂0h00 + ∂i∂ih00
−∂0∂0h00 − ∂0∂ih0i − ∂i∂0hi0 − ∂i∂jhij + ∂0∂0h00 − ∂i∂ih
)
est donne´e par l’expression
G00 ≈ 1
2
(
∂i∂ih00 − ∂i∂ih− ∂i∂jhij
)
, (3.185)
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obtenue sans la moindre restriction ni recours a` une quelconque jauge particulie`re. En
utilisant les composantes ”spatiales” de la jauge harmonique (3.177), nous avons
∂jh
j
i = −∂0h0i +
1
2
∂ih
∂jh
ij = −
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih
)
. (3.186)
Ainsi en remplac¸ant (3.186) dans (3.185) nous obtenons la composante 17
G00 ≈ 1
2
[
∂i∂ih
00 − ∂i∂ih + ∂i
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih
)]
. (3.187)
En ayant recours a` la condition de nullite´ de la trace spatiale (3.178), nous avons alors
d’une part
G00 ≈ 1
2
[
∂i∂ih
00 − ∂i∂ih00 + ∂i
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih00
)]
=
1
2
∂i
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih00
)
.
D’autre part, compte tenu des de´finitions des potentiels scalaire (3.161) et vecteur (3.162),
l’expression pre´ce´dente se met sous la forme
G00 ≈ − 1
2c
∂i
[
∂i(c h00/2)− ∂0(c h0i)
]
.
= − 1
2c
∂i
(
∂iA0g − ∂0Aig
)
. (3.188)
D’apre`s la de´finition du tenseur antisyme´trique (3.164), nous aboutissons finalement a` la
relation
G00 ≈ − 1
2c
∂iF i0g . (3.189)
De fac¸on analogue a` l’e´lectromagne´tisme, en utilisant la de´finition du champ gravitationnel
type e´lectrique (3.165), il est possible de ve´rifier que
∂iF i0g = ∂iEig/c = div
−→
Eg/c.
D’apre`s la relation (3.189), nous pouvons donc conclure que l’e´quation de type Maxwell,
div −→Eg = 0, de´coule de la composante G00 de l’e´quation d’Einstein dans le vide[
Equation d’Einstein dans le vide
G00 = 0
]
=⇒
[
∂iF i0g = 0⇐⇒ div
−→
Eg = 0
]
. (3.190)
17. G00 = G00 = G00
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2. G0i = 0
D’autre part, d’apre`s (3.184)
G0i ≈ 1
2
(
∂σ∂0h
σ
i + ∂i∂σh
σ
0 − ∂i∂0h− ✷h0i
)
=
1
2
(
∂0∂0h
0
i + ∂j∂0h
j
i + ∂i∂0h
0
0 + ∂i∂jh
j
0 − ∂i∂0h− ∂0∂0h0i − ∂j∂jh0i
)
nous obtenons la composante
G0i ≈ 1
2
[
− ∂j∂jh0i + ∂j∂0hji + ∂i∂jhj0 +
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
) ]
, (3.191)
sans aucune restriction ni recours a` une quelconque jauge particulie`re. En utilisant les
composantes ”spatiales” de la jauge harmonique (3.177), la composante (3.191) devient
G0i ≈ 1
2
[
−∂j∂jh0i + ∂0
(
1
2
∂ih− ∂0h0i
)
+ ∂i∂jh
j
0 +
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
)]
. (3.192)
En e´levant les indices, pour de´terminer la composante contravariante correspondante, nous
avons 18
−G0i ≈ 1
2
[
−∂j∂j
(−h0i)− 1
2
∂0∂
ih+ ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0 −
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
)]
G0i ≈ −1
2
[
∂j∂jh
0i − 1
2
∂0∂
ih + ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0 −
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
)]
.(3.193)
De plus, si on a recours a` la condition de nullite´ de la trace spatiale (3.178), de telle sorte
que h = h00 = h00, alors la composante (3.193) devient
G0i ≈ −1
2
[
∂j∂jh
0i − 1
2
∂0∂
ih00 + ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0 −
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h00
)]
= −1
2
(
∂j∂jh
0i − 1
2
∂0∂
ih00 + ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0
)
. (3.194)
Compte tenu des de´finitions du tenseur antisyme´trique (3.164), des potentiels scalaire
(3.161) et vecteur (3.162), l’expression pre´ce´dente se met sous la forme
G0i ≈ −1
2
[
∂0
(
∂0h0i − ∂ih00/2)+ ∂j(∂jh0i − ∂ihj0)]
= − 1
2c
[
∂0
(
∂0Aig − ∂iA0g
)
+ ∂j
(
∂jAig − ∂iAjg
) ]
= − 1
2c
(
∂0F0ig + ∂jF jig
)
, (3.195)
18. G0i = −G0i = −Gi0 = G0i
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ou encore finalement
G0i ≈ − 1
2c
∂µFµig . (3.196)
De fac¸on analogue a` l’e´lectromagne´tisme, en utilisant les de´finitions des champ gravita-
tionnels types e´lectrique (3.165) et magne´tique (3.166), il est possible de ve´rifier que
∂µFµig = (rot
−→
Bg)
i − 1
c2
∂(
−→
Eg)
i
∂t
.
Donc, d’apre`s la relation (3.196), nous pouvons conclure que l’e´quation de type Maxwell,
rot
−→
Bg =
1
c2
∂
−→
Eg
∂t
, de´coule de la composante G0i de l’e´quation d’Einstein dans le vide[
Equation d’Einstein dans le vide
G0i = 0
]
=⇒
[
∂µFµig = 0⇐⇒
−→∇ ×−→Bg = 1
c2
∂
−→
Eg
∂t
]
(3.197)
Les relations (3.189) et (3.196), e´crites sous la forme unifie´e
G0ν ≈ − 1
2c
∂µFµνg , (3.198)
nous permettent finalement de conclure que le deuxie`me groupe d’e´quations type Maxwell,
dans le vide, de´coule des composantes G0ν des e´quations d’Einstein dans le vide
G0ν = 0 =⇒ ∂µFµνg = 0.
3. Gij = 0
Nous allons nous inte´resser a` des degre´s de liberte´ supple´mentaires par rapport a` ceux
utilise´s en e´lectromagne´tisme. Nous allons voir que ces degre´s de liberte´, de sens physique
inconnu encore, ve´rifient une e´quation de propagation libre.
D’apre`s (3.184), nous avons
Gij ≈ 1
2
[ (
∂σ∂ih
σ
j + ∂σ∂ih
σ
j
)
+ ∂j∂σh
σ
i − ∂j∂ih− ✷hij − ηij ∂α∂βhαβ + ηij ✷h
]
=
1
2
[ (
∂0∂ih
0
j + ∂k∂ih
k
j
)
+
(
∂j∂0h
0
i + ∂j∂kh
k
i
)− ∂j∂ih−✷hij − ηij ∂α∂βhαβ
+ηij ✷h
]
=
1
2
[ (
∂0∂ih
0
j + ∂k∂ih
k
j
)
+
(
∂j∂0h
0
i + ∂j∂kh
k
i
)− ∂j∂ih
−✷hij + ηij
[
✷h− ηβρ ∂β
(
∂αh
α
ρ
)] }
=
1
2
[
∂i
(
∂0h
0
j + ∂kh
k
j
)
+ ∂j
(
∂0h
0
i + ∂kh
k
i
)− ∂j∂ih
−✷hij + ηij
[
✷h− ηβρ ∂β
(
∂αh
α
ρ
)] }
. (3.199)
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En utilisant la jauge harmonique (3.23), l’expression pre´ce´dente se met sous la forme
Gij ≈ 1
2
{
∂i
(
1
2
∂jh
)
+ ∂j
(
1
2
∂ih
)
− ∂j∂ih−✷hij + ηij
[
✷h− ηβρ ∂β
(
1
2
∂ρh
)]}
=
1
2
{
−✷hij + ηij
[
✷h− 1
2
∂ρ∂ρh
]}
=
1
2
{
−✷hij + ηij
[
✷h− 1
2
✷h
]}
= −1
2
✷
(
hij − 1
2
ηij h
)
, (3.200)
ou encore
Gij ≈ −1
2
✷h ij, (3.201)
compte tenu de (3.27).
Dans la jauge harmonique, les degre´s de liberte´ supple´mentaire hij se propagent a` la vitesse
de la lumie`re
[
Equation d’Einstein dans le vide
Gij = 0
]
=⇒
[
✷
(
hij − 1
2
ηij h
)
= ✷h
ij
= 0
]
. (3.202)
Finalement, pour re´sumer la situation nous pouvons proposer ce sche´ma re´capitulatif

Gµν = 0︸ ︷︷ ︸
Equation d’Einstein
∧

∂µh
µ
0 −
1
2
∂0h = 0, non utilise´e
∂µh
µ
i −
1
2
∂ih = 0, utilise´e︸ ︷︷ ︸
Jauge harmonique
∧
h11 + h
2
2 + h
3
3 = 0︸ ︷︷ ︸
restriction sur la trace
∧

Fµνg = ∂µAνg − ∂νAµg
A0g = c2 h00
Aig = c h0i

⇓
∂µFµνg = 0 ∧ ∂σFµνg + ∂νFσµg + ∂µFνσg = 0︸ ︷︷ ︸
Equations de Maxwell
∧
✷
(
hij − 1
2
ηij h
)
= ✷h
ij
= 0︸ ︷︷ ︸
propagation des degre´s de liberte´ hij dans la jauge harmonique

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3.3.5 Force gravitationnelle de type Lorentz
Dans ce qui suit, nous allons montrer qu’une particule d’e´preuve, se de´plac¸ant suivant des
ge´ode´siques, est soumise a` une force gravitationnelle type Lorentz dans le domaine des champs
et des vitesses faibles.
L’e´quation des ge´ode´siques
d2xµ
dτ 2
= −Γµρσ
dxρ
dτ
dxσ
dτ
= −Γµ00
dx0
dτ
dx0
dτ
− 2 Γµ0i
dx0
dτ
dxi
dτ
− Γµil
dxi
dτ
dxl
dτ
permet de de´terminer les composantes spatiales
d2xj
dτ 2
= −c2 Γj00
(
dt
dτ
)2
− 2 Γj0i
(
dt
dτ
)
c ui − Γµil ui ul. (3.203)
Rappelons que le quadrvecteur vitesse est par de´finition e´gale a` la de´rive´e du quadrivecteur po-
sition par rapport au temps propre
uν =
dxν
dτ
=
dxµ
dt
dt
dτ
= (γv c, γv
−→v ) (3.204)
tel que u0 = γv c, ui = γv vi et γv = (1−−→v 2/c2)−1/2.
Dans le cas line´aire, les symboles de Christoffel figurant dans (3.203) sont donne´s par
Γj00 ≈
1
2
ηjλ (∂0h0λ + ∂0h0λ − ∂λh00) = ∂0hj0 −
1
2
∂jh00 (3.205)
Γj0i ≈
1
2
ηjλ (∂0hiλ + ∂ih0λ − ∂λh0i) = 1
2
(
∂0h
j
i + ∂ih
j
0 − ∂jh0i
) (3.206)
Γjil ≈
1
2
ηjλ (∂ihlλ + ∂lhiλ − ∂λhil) = 1
2
(
∂ih
j
l + ∂lh
j
i − ∂jhil
)
, (3.207)
de sorte a` avoir
d2xj
dτ 2
= −c2
(
dt
dτ
)2
(∂0h
j
0 −
1
2
∂jh00)− c ui
(
dt
dτ
)(
∂0h
j
i + ∂ih
j
0 − ∂jh0i
)
−1
2
ui ul
(
∂ih
j
l + ∂lh
j
i − ∂jhil
)
= −c2
(
dt
dτ
)2
(∂0h
j
0) +
c2
2
(
dt
dτ
)2
(∂jh00)− c ui
(
dt
dτ
)(
∂ih
j
0 − ∂jh0i
)
−c ui (∂0hji )
(
dt
dτ
)
− 1
2
ui ul
(
∂ih
j
l + ∂lh
j
i − ∂jhil
)
, (3.208)
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ou encore finalement
d2xj
dτ 2
= c2
[
1
2
(
dt
dτ
)2
∂jh00 − 1
c
(
dt
dτ
)2
∂h0j
∂t
−ui
c
(
dt
dτ
)(
∂ih0j − ∂jh0i)− ui
c2
dt
dτ
∂hij
∂t
− uiul
c2
(
∂ihjl − 1
2
∂jhil
)]
. (3.209)
Pour des vitesses faibles 19 v ≪ c, ou` dt
dτ
→ 1 et ui → vi = dxi/dt, il est possible de ne´gliger
les termes proportionnels a` 1/c2 dans (3.209), pour avoir 20
d2xj
dt2
≈ c2
[
1
2
(
∂jh00
)− 1
c
∂h0j
∂t
− vi
c
(
∂ih0j − ∂jh0i) ]. (3.210)
En tenant compte des de´finitions des potentiels scalaire (3.161) et vecteur (3.162), les compo-
santes d’acce´le´rations (3.210) prennent la forme
d2xj
dt2
≈
(
c ∂jA0g −
∂Ajg
∂t
)
− vi
(
∂iAjg − ∂jAig
)
. (3.211)
Pour j = 1
d2x1
dt2
≈
(
c ∂1A0g −
∂A1g
∂t
)
− vi
(
∂iA1g − ∂1Aig
)
=
(
−∂1φg −
∂A1g
∂t
)
− v2
(
∂2A1g − ∂1A2g
)− v3 (∂3A1g − ∂1A3g)
=
(
−∂1φg −
∂A1g
∂t
)
+ v2
(
∂1A2g − ∂2A1g
)− v3 (∂3A1g − ∂1A3g)
et compte tenu de la de´finition de la premie`re composante du champ gravitoe´lectrique (3.168) et
des composantes du champ gravitomagne´tique (3.172) et (3.173), nous aboutissons finalement a`
la forme
d2x1
dt2
≈ E1g +
(−→v ×−→B g)1 (3.212)
De meˆme pour j = 2 et j = 3, on trouve
d2x2
dt2
≈ E2g +
(−→v ×−→Bg)2 , (3.213)
et
d2x3
dt2
≈ E3g +
(−→v ×−→Bg)3 . (3.214)
19. Les champs faibles permettent d’acce´le´rer les particules a` des vitesses faibles
20. on ne´glige les termes quadratiques en vitesses v2/c2
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Les e´quations (3.212), (3.213) et (3.214), re´sume´es sous forme vectorielle
d2−→r
dt2
≈ −→E g +
(−→v ×−→Bg) , (3.215)
montent clairement qu’une particule test, dans le cas des champs et vitesses faibles 21, est soumise
a` une force gravitationnelle de type Lorentz
mi
d2−→r
dt2
≈ mg
[−→
E g +
(−→v ×−→B g)]. (3.216)
Contrairement au mode`le de Huei [76] et Wald [77] ou` un facteur 4 inde´sirable apparaıˆt dans la
partie magne´tique de la force, il est clair que dans notre mode`le, la force de type Lorentz (3.160)
ne souffre pas de cette imperfection.
3.4 Discussion des re´sultats et conclusion
Une analyse critique de la version standard de la Gravite´ Line´aire nous a permis de souligne´
quelques ”insuffisances”. La situation peut eˆtre re´sume´e comme suit
1. Dans l’approche de Huei, les e´quations d’Einstein se re´duisent, dans le cadre de l’ap-
proximation du champ faible, a` des e´quations de type Maxwell ; ne´anmoins, la de´finition,
usuelle en e´lectromagne´tisme, du champ gravitoe´lectrique en fonction des potentiels sca-
laire et vecteur n’est valable que dans le cas particulier de la jauge harmonique. De plus,
bien que la force gravitationnelle agissant sur une particule test qui se de´place suivant des
ge´ode´siques est de type Lorentz, ne´anmoins, la partie magne´tique de cette force est en-
tache´e d’un facteur 4 inde´sirable. En dernier lieu, la force type magne´tique n’est obtenue
qu’en se limitant au re´gime stationnaire.
2. Dans l’approche de Carroll, les champs sont de´finis de telle sorte a` re´soudre le proble`me
relatif au facteur 4 inde´sirable de la force gravitationnelle de type Lorentz, ne´anmoins, les
e´quations d’Einstein ne prennent plus la forme d’e´quations de type Maxwell.
Dans le but de reme´dier a` tous ces proble`mes, nous avons proce´de´ par les e´tapes suivantes
1. Identification des composantes h00 et h0i de la me´trique de perturbation, respectivement
par les potentiels scalaire et vecteur
A0g =
c
2
h00 =
φg
c
Aig = c h0i.
2. De´finition des champs gravitoe´lectrique et gravitomagne´tique
E
i
g = −cF0ig
B
i
g = −ǫijk (Fg)jk/2
par l’interme´diaire du tenseur antisyme´trique Fµνg = ∂µAνg − ∂νAµg .
21. a` l’ordre v/c
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3. Nous avons montre´ que ces de´finitions sont e´quivalentes a`
−→
Eg = −−→∇φg − ∂t−→A g−→
Bg =
−→∇ ×−→Ag,
inde´pendamment de la jauge utilise´e.
4. Nous avons montre´ que les champs gravitationnels, dans le domaine line´aire, ve´rifient des
e´quations de type Maxwell
(a) Le premier groupe des e´quations type Maxwell
∂σFµνg + ∂νFσµg + ∂µFνσg = 0 ⇐⇒

div −→Bg = 0
rot
−→
Eg = −∂
−→
Bg
∂t
est automatiquement ve´rifie´ compte tenu du caracte`re antisyme´trique de Fµνg et de la
commutation des ope´rateurs de´rive´es.
(b) Pour retrouver le deuxie`me groupe des e´quations type Maxwell
∂µFµνg = 0 ⇐⇒

div −→Eg = 0
rot
−→
Bg =
1
c2
∂
−→
Eg
∂t
nous avons adopte´ un point de vue quelque peu diffe´rent de l’approche standard. En
effet, au lieu d’utiliser toutes les conditions de la jauge harmonique
∂αh
α
0 −
1
2
∂0h = 0
∂αh
α
i −
1
2
∂ih = 0
nous avons exploite´ les trois composantes ”spatiales” et nous avons substitue´ la com-
posante ”temporelle” par la condition alternative de trace spatiale nulle
hii = 0.
Dans ce cas, nous avons pu montrer la relation G0ν ≈ − 1
2c
∂µFµνg qui nous permet de
conclure que les e´quations d’Einstein dans le vide se re´duisent au deuxie`me groupe
d’e´quations type Maxwell
G0ν = 0 =⇒ ∂µFµνg = 0.
(c) Avant de terminer, nous attirons l’attention sur un fait tre`s inte´ressant. Une conse´quence
de la condition de trace spatiale nulle est que la trace de perturbation est re´duite a` sa
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seule composante temporelle h = h00. Dans ce cas, la composante ”temporelle” de
la jauge harmonique, non utilise´e jusqu’a` pre´sent, se met sous la forme
0 = ∂αh
α
0 −
1
2
∂0h
= ∂0h
00 + ∂ih
i0 − 1
2
∂0h
00 =
1
2
∂0h
00 + ∂ih
i0
=
1
c
∂0(c h
00/2) +
1
c
∂i(c h
i0) =
1
c
(
∂0A0g + ∂iAig
)
=
1
c
∂µAµg . (3.217)
Cette dernie`re relation n’est autre que la jauge de Lorentz de l’e´lectromagne´tisme !
Apre`s avoir retrouve´ les e´quations de Maxwell, il est ainsi possible d’adopter la
composante temporelle de la jauge harmonique (jauge de Lorentz), dans le but de
de´coupler les e´quations de propagation des potentiels scalaire et vectoriel
✷Aµg = µ0 Jµ ⇐⇒
 ✷φ =
ρm
ε0
,
✷
−→Ag = µ0−→j ,
(3.218)
ou` Jµ = (c ρm,
−→
j ) , Aµg = (φg/c,
−→Ag) et −→j = ρm−→v .
Dans ce cas, plusieurs interpre´tations de la condition de trace spatiale nulle hii = 0
peuvent eˆtre avance´e
– Elle peut eˆtre vue comme l’adoption d’un syste`me de coordonne´es particulier
dans lequel la me´trique de perturbation prend une forme particulie`re. Il faut ad-
mettre qu’une telle interpre´tation serait tre`s compromettante car elle enle`verait le
caracte`re de ge´ne´ralite´ a` cette approche.
– Elle peut eˆtre vue comme la pre´ponde´rance de la composante temporelle h00.
Cette pre´ponde´rance peut s’expliquer par exemple par le fait d’avoir de fac¸on in-
dividuelle h00 ≫ h11, h00 ≫ h22 et h00 ≫ h33 ce qui impliquerait que h =
h00 − (h11 + h22 + h33) ≈ h00. Dans ce cas, quel serait le raison profonde de la
petitesse des composantes hii par rapport a` h00 ?
– L’interpre´tation la plus plausible, a` notre avis, est que la condition de nullite´ de la
trace spatiale est une condition ne´cessaire pour que la jauge harmonique englobe la
jauge de Lorentz. Elle permet a` la composante temporelle de la jauge harmonique
de se re´duire a` la condition de jauge de Lorentz, afin de pouvoir de´coupler les
e´quations de propagation des degre´s de liberte´ h00 et h0i.
Il reste encore la question tre`s inte´ressante des degre´s de liberte´ supple´mentaires hij .
En effet, les h0µ ont e´te´ utilise´s pour de´finir Aµg , mais les hij ve´rifient la condition
h11 + h22 + h33 = 0. Nous pensons qu’ils ne ve´rifient pas seulement la condition de
champ faible hij ≪ 1, mais qu’ils sont ne´gligeables devant les h0µ de telle sorte que
leurs effets ne sont pas de´tecte´s dans le domaine de cette application. On a vu que
dans le cadre de la jauge harmonique, a` l’exte´rieur de la source, les hij = hij−ηij h/2
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se propagent a` la vitesse de la lumie`re car ils ve´rifient des e´quations de propagation
✷h
ij
= 0.
5. Nous avons montre´ qu’une particule d’e´preuve, astreinte a` se de´placer suivant des ge´ode´siques,
est soumise a` une force gravitationnelle de type Lorentz
d2−→r
dt2
≈
[−→
E g +
(−→v ×−→Bg)]. (3.219)
Ce re´sultat a e´te´ obtenu, pour des champs faibles et pour des vitesses d’ordre v/c, sans
aucune restriction au re´gime stationnaire, de plus la partie magne´tique ne souffre plus du
facteur 4 inde´sirable. Bien que ce re´sultat ne puisse s’obtenir qu’en ne´gligeant les termes
en v2/c2, ce qui laisse a` penser qu’il y a une restriction aux faibles vitesses, ne´anmoins,
il faut signaler que la force de Lorentz, est par de´finition exprime´e a` l’ordre v/c (la partie
magne´tique).
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Chapitre 4
´Electromagne´tisme
4.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous allons de´velopper une nouvelle approche pour de´crire l’interaction
e´lectromagne´tique. Notre de´marche est motive´e, d’une part, par la tre`s grande similarite´ entre la
gravite´ et l’e´lectromagne´tisme, obtenue au chapitre pre´ce´dent, et d’autre part, par les re´sultats
”surprenants” de C.C.Barros [72] pour de´crire l’atome d’hydroge`ne.
Rappelons que dans le cadre d’une syme´trie sphe´rique, l’auteur adopte une me´trique similaire
a` celle de Schwarzschild, dans laquelle il incorpore le potentiel coulombien e´lectron-ptoton et
retrouve le spectre relativiste de Dirac pour l’atome d’Hydroge`ne. Ces re´sultats nous incitent a`
e´mettre les hypothe`ses suivantes
– L’extension du Principe d’Equivalence permettant d’absorber l’effet du champ e´lectro-
magne´tique agissant sur une charge e´lectrique dans la me´trique de l’espace-temps de telle
sorte a` aboutir a` une particule libre se de´plac¸ant suivant des ge´ode´siques.
– L’existence d’une version des e´quations d’Einstein pour l’interaction e´lectromagne´tique
Gµν = χe T
µν
, ou` la constante de proportionnalite´ χe entre le tenseur d’Einstein et le
tenseur e´nergie-impulsion sera de´termine´e ulte´rieurement.
Dans le cadre de la limite du champ faible, nous allons montrer qu’au premier ordre de la per-
turbation, les Equations de Maxwell de´coulent des Equations type Einstein pour l’e´lectromagne´tisme,
alors que l’e´quation des ge´ode´siques, dans le cas des faibles vitesses, permettent de reproduire
l’e´quation de mouvement d’une charge e´lectrique soumise a` une force de Lorentz.
En poussant l’e´tude perturbative au deuxie`me ordre, des corrections des e´quations de Max-
well seront apporte´es et l’analyse qualitative des ordres supe´rieurs de la perturbation des e´quations
type Einstein va re´ve´ler que l’e´lectromagne´tisme, dans son domaine actuel d’application, est
essentiellement une interaction line´aire, contrairement a` la gravite´ qui est essentiellement non
line´aire.
Nous terminons par une discussion dans laquelle les re´sultats sont analyse´s.
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4.2 Cadre the´orique et hypothe`ses adopte´es
Dans ce qui suit, il est question d’appliquer l’approche de la Gravite´ Line´aire revisite´e a`
l’interaction e´lectromagne´tique. L’extension du Principe d’Equivalence sera envisage´e de telle
manie`re a` absorber l’effet d’un champ e´le´ctromagne´tique agissant sur une charge e´lectrique dans
la me´trique de l’espace-temps ; autrement-dit effectuer une transformation de coordonne´es pour
passer a` un re´fe´rentiel dans lequel la charge e´lectrique libre n’est soumise a` aucune force et se
de´place suivant des ge´ode´siques. Cette e´ventuelle extension du Principe d’Equivalence pourrait
aussi eˆtre envisage´e pour les autres interactions non gravitationnelles en adoptant un point de vue
selon lequel toute forme d’e´nergie est susceptible d’affecter la structure de l’espace-temps [113].
4.2.1 Me´trique adopte´e
Contrairement a` l’interaction gravitationnelle qui peut affecter conside´rablement les pro-
prie´te´s de l’espace-temps, nous supposons que l’influence du champ e´lectromagne´tique sur la
ge´ome´trie de l’espace-temps est si faible 1 que la me´trique utilise´e est toujours une perturbation
line´aire de la me´trique minkowskienne (3.1). Cette approximation sera justifie´e ulte´rieurement
dans le domaine actuel d’application de l’e´lectromagne´tisme.
4.2.2 Potentiels scalaire et vecteur
De fac¸on analogue aux relations (3.161) et (3.162) qui expriment le lien entre les potentiels
scalaire et vecteur gravitationnels et la perturbation de la me´trique, proposons en pre´sence d’une
particule test de masse m et de charge q les de´finitions suivantes du potentiel scalaire
A0 = mc
2q
h00 =
φ
c
(4.1)
et du potentiel vecteur {
Ai = mc
q
h0i
i = 1, 2, 3
(4.2)
e´lectromagne´tiques 2. En notation quadridimensionnelle, les de´finitions pre´ce´dentes permettent
de former le quadrivecteur potentiel
Aµ = (φ/c,−→A) = (A0,A1,A2,A3). (4.3)
Attirons l’attention sur le fait que la de´finition (4.1) est tout a` fait compatible avec l’ex-
pression de la composante temporelle g00 de la me´trique (2.261), obtenue a` l’approximation
newtonienne.
1. A notre connaissance, il n’y a pas de confirmation expe´rimentale de ce phe´nome`ne.
2. En fait les de´finitions (3.161) et (3.162) sont plutoˆt donne´es par A0 = (mic/2mg)h00 = φ}/c et Ak =
(mic/mg)h
0k
, ou` le rapport des masses inerte et grave est e´gale a` l’unite´ mi/mg = 1
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4.2.3 Champs e´lectrique et magne´tique
Le champ e´lectromagne´tique est le tenseur antisyme´trique d’ordre 2 suivant
Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. (4.4)
Les trois composantes du champ e´lectrique −→E (E1,E2,E3) sont donne´es par
E
i = −cF0i (4.5)
alors que les trois composantes du champ magne´tique−→B(B1,B2,B3) sont donne´es par
B
i = −ǫijk Fjk/2 (4.6)
ou` les ǫijk repre´sentent les composantes du tenseur comple`tement antisyme´trique de Le´vi-Civita
avec la convention ǫ123 = +1.
Il est aise´ de ve´rifier que les de´finitions (4.4), (4.5) et (4.6) permettent d’e´crire les relations
habituelles
−→
E = −−→∇φ− ∂
−→A
∂t
(4.7)
et −→
B =
−→∇ ×−→A , (4.8)
de fac¸on inde´pendante de la jauge utilise´e.
4.2.4 Equations de type Einstein line´arise´es
Au premier ordre, le tenseur syme´trique de la perturbation hµν ve´rifie les e´quations de type
Einstein line´arise´es
χe Tµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh− ✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
)
, (4.9)
pour l’e´lectromagne´tisme.
4.2.5 Les conditions de jauges utilise´es
De fac¸on analogue a` la de´marche adopte´e dans la Gravite´ Line´aire revisite´e, nous allons
utiliser les trois composantes ”spatiales” de la jauge harmonique (3.23)
∂µh
µ
i −
1
2
∂ih = 0, (4.10)
et substituer la composante ”temporelle” de cette jauge par la condition alternative
hii = h
1
1 + h
2
2 + h
3
3 = 0. (4.11)
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En se plac¸ant dans le cas de figure, la trace de la perturbation est
h = h00 − (h11 + h22 + h33) = h00. (4.12)
Il est ainsi possible de re´e´crire les de´finitions du potentiel scalaire (4.1) et vecteur (4.2) sous la
forme unifie´e suivante 3
Aµ = mc
q
(
h0µ − 1
2
η0µh
)
. (4.13)
En effet,
A0 = mc
q
(
h00 − η00h00/2
)
=
mc
2q
h00
Ai = mc
q
(
h0i − ηoih00/2
)
=
mc
q
h0i.
4.3 Ordre 1 de la perturbation : Equations de Maxwell comme
conse´quence d’une version e´lectromagne´tique des e´quations
d’Einstein
Dans ce qui se suit, nous allons montrer qu’au premier ordre de la perturbation les e´quations
de type Einstein de l’e´lectromagne´tisme se re´duisent aux e´quations de Maxwell.
4.3.1 1ier Groupe d’Equations de Maxwell
Le premier groupe des e´quations de Maxwell est automatiquement ve´rifie´ du fait que le ten-
seur e´lectromagne´tique Fµν est de´fini par (4.4). En effet,
∂σFµν + ∂νFσµ + ∂µFνσ = ∂σ (∂µAν − ∂νAµ) + ∂ν (∂σAµ − ∂µAσ) + ∂µ (∂νAσ − ∂σAν)
= ∂σ∂µAν − ∂σ∂νAµ + ∂ν∂σAµ − ∂ν∂µAσ + ∂µ∂νAσ − ∂µ∂σAν
= 0. (4.14)
Il est possible de ve´rifier que les e´quations (4.14), exprime´es sous forme covariante, sont
e´quivalentes aux e´quations de Maxwell suivantes
div −→B = 0 (4.15)
rot
−→
E = −∂
−→
B
∂t
. (4.16)
3. la masse qui figure dans l’expression est la masse inertielle m = mi.
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4.3.2 2e`me Groupe d’Equations de Maxwell
Rappelons le deuxie`me groupe des e´quations de Maxwell, dans le vide,
∂µFµν = 0 ⇐⇒

0 = ∂µFµ0 = ∂0F00 + ∂iF i0 = ∂iF i0 pour ν = 0
0 = ∂µFµi pour ν = i = 1, 2, 3
(4.17)
e´crites sous forme covariante.
Il est possible de montrer que les e´quations (4.17) sont e´quivalentes aux e´quations de Max-
well suivantes
div −→E = 0 (4.18)
rot
−→
B =
1
c2
∂
−→
E
∂t
. (4.19)
Dans le contexte du premier ordre de la perturbation, nous allons montrer que les e´quations
de Maxwell (4.17) sont contenues dans une version e´lectromagne´tique d’e´quations Einstein dans
le vide
Gµν ≈ 1
2
(
∂σ∂µh
σ
ν + ∂ν∂σh
σ
µ − ∂ν∂µh− ✷hµν − ηµν ∂α∂βhαβ + ηµν ✷h
)
= 0. (4.20)
1. G00 = 0
La composante temporelle du tenseur d’Einstein,
G00 ≈ 1
2
(
∂σ∂0h
σ
0 + ∂0∂σh
σ
0 − ∂0∂0h− ηαβ∂α∂βh00 − η00 ∂α∂βhαβ + η00 ηαβ∂α∂βh
)
=
1
2
(
∂0∂0h
0
0 + ∂i∂0h
i
0 + ∂0∂0h
0
0 + ∂0∂ih
i
0 − ∂0∂0h− η00∂0∂0h00 − ηii∂i∂ih00
−∂0∂βh0β − ∂i∂βhiβ + η00∂0∂0h+ ηii∂i∂ih
)
=
1
2
(
2 ∂0∂0h
0
0 + 2 ∂i∂0h
i
0 − 2 ∂0∂0h00 + ∂i∂ih00
−∂0∂0h00 − ∂0∂ih0i − ∂i∂0hi0 − ∂i∂jhij + ∂0∂0h00 − ∂i∂ih
)
,
est donne´e par l’expression
G00 ≈ 1
2
(
∂i∂ih00 − ∂i∂ih− ∂i∂jhij
)
, (4.21)
qui est obtenue sans la moindre restriction ni recours a` une quelconque jauge particulie`re.
En utilisant les composantes ”spatiales” de la jauge harmonique (4.10), nous avons
∂jh
j
i = −∂0h0i +
1
2
∂ih
∂jh
ij = −
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih
)
. (4.22)
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Ainsi en remplac¸ant (4.22) dans (4.21) nous obtenons la composante 4
G00 ≈ 1
2
[
∂i∂ih
00 − ∂i∂ih + ∂i
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih
)]
. (4.23)
En ayant recours a` la condition de nullite´ de la trace spatiale (4.12), qui permet de re´duire
la trace de la perturbation a` sa composante temporelle h = hoo, nous montrons que (4.23)
se met sous la forme
G00 ≈ 1
2
[
∂i∂ih
00 − ∂i∂ih00 + ∂i
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih00
)]
=
1
2
∂i
(
∂0h
0i − 1
2
∂ih00
)
. (4.24)
Compte tenu des de´finitions des potentiels scalaire (4.1) et vecteur (4.2), nous avons
G00 ≈ − q
2mc
∂i
[
∂i
(
mc
2q
h00
)
− ∂0
(
mc
q
h0i
)]
= − q
2mc
∂i
(
∂iA0 − ∂0Ai) . (4.25)
La de´finition (4.4) du champ e´lectromagne´tique, permet de mettre la relation pre´ce´dente
sous la forme
G00 ≈ − q
2mc
∂iF i0. (4.26)
En utilisant la de´finition du champ e´lectrique (4.5), il est possible de ve´rifier que
∂iF i0 = ∂iEi/c = div −→E/c.
La relation (4.26), nous permet de conclure que l’e´quation de Maxwell, div −→E = 0,
de´coule de la composante G00 de l’e´quation type Einstein dans le vide pour de´crire l’inter-
action e´lectromagne´tique Version e´lectromagne´tiquedes e´quations d’Einstein dans le vide
G00 = 0
 =⇒ [∂iF i0 = 0⇐⇒ div −→E = 0] . (4.27)
2. G0i = 0
D’autre part, d’apre`s (4.20)
G0i ≈ 1
2
(
∂σ∂0h
σ
i + ∂i∂σh
σ
0 − ∂i∂0h− ✷h0i
)
=
1
2
(
∂0∂0h
0
i + ∂j∂0h
j
i + ∂i∂0h
0
0 + ∂i∂jh
j
0 − ∂i∂0h− ∂0∂0h0i − ∂j∂jh0i
)
4. G00 = G00 = G00
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nous obtenons la composante
G0i ≈ 1
2
[
− ∂j∂jh0i + ∂j∂0hji + ∂i∂jhj0 +
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
) ]
, (4.28)
sans aucune restriction ni recours a` une quelconque jauge particulie`re.
En utilisant les composantes ”spatiales” de la jauge harmonique (4.10), la composante
(4.28) devient
G0i ≈ 1
2
[
−∂j∂jh0i + ∂0
(
1
2
∂ih− ∂0h0i
)
+ ∂i∂jh
j
0 +
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
)]
. (4.29)
En e´levant les indices, pour de´terminer la composante contravariante correspondante, nous
avons 5
−G0i ≈ 1
2
[
−∂j∂j
(−h0i)− 1
2
∂0∂
ih+ ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0 −
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
)]
G0i ≈ −1
2
[
∂j∂jh
0i − 1
2
∂0∂
ih + ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0 −
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h
)]
.(4.30)
De plus, si on a recours a` la condition de nullite´ de la trace spatiale (4.11), de telle sorte
que h = h00, alors la composante (4.30) devient
G0i ≈ −1
2
[
∂j∂jh
0i − 1
2
∂0∂
ih00 + ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0 −
(
∂i∂0h
0
0 − ∂i∂0h00
)]
= −1
2
(
∂j∂jh
0i − 1
2
∂0∂
ih00 + ∂0∂
0h0i − ∂i∂jhj0
)
. (4.31)
Compte tenu des de´finitions (4.4) du champ e´lectromagne´tique, des potentiels scalaire
(4.1) et vecteur (4.2), l’expression pre´ce´dente se met sous la forme
G0i ≈ −1
2
[
∂0
(
∂0h0i − ∂ih00/2)+ ∂j(∂jh0i − ∂ihj0)]
= − q
2mc
[
∂0
(
∂0Ai − ∂iA0)+ ∂j(∂jAi − ∂iAj)]
= − q
2mc
(
∂0F0i + ∂jF ji
)
, (4.32)
ou encore finalement
G0i ≈ − q
2mc
∂µFµi. (4.33)
En utilisant les de´finitions des champs e´lectrique (4.7) et magne´tique (4.8), il est possible
de ve´rifier que
∂µFµi = (rot −→B)i − 1
c2
∂(
−→
E )i
∂t
.
5. G0i = −G0i = −Gi0 = G0i
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D’apre`s la relation (4.33), nous sommes en mesure de conclure que l’e´quation de Maxwell,
rot
−→
B = 1
c2
∂
−→
E
∂t
, de´coule de la composanteG0i de l’e´quation type Einstein dans le vide pour
de´crire l’interaction e´lectromagne´tique Version e´lectromagne´tiquedes e´quations d’Einstein dans le vide
G0i = 0
 =⇒ [∂µFµi = 0⇐⇒ −→∇ ×−→B = 1
c2
∂
−→
E
∂t
]
(4.34)
Les relations (4.26) et (4.33), e´crites sous la forme unifie´e
G0ν ≈ − q
2mc
∂µFµν , (4.35)
nous permettent finalement de conclure que le deuxie`me groupe d’e´quations de Maxwell
dans le vide de´coule des composantes G0ν de la version e´lectromagne´tique des e´quations
d’Einstein dans le vide
G0ν = 0 =⇒ ∂µFµν = 0. (4.36)
3. Gij = 0
Nous allons nous inte´resser a` des degre´s de liberte´ supple´mentaires par rapport a` ceux
utilise´s en e´lectromagne´tisme standard (lesAµ). Nous allons voir que ces degre´s de liberte´,
de sens physique inconnu jusqu’a` pre´sent, ve´rifient une e´quation de propagation libre.
D’apre`s (4.20), nous avons
Gij ≈ 1
2
[ (
∂σ∂ih
σ
j + ∂σ∂ih
σ
j
)
+ ∂j∂σh
σ
i − ∂j∂ih− ✷hij − ηij ∂α∂βhαβ + ηij ✷h
]
=
1
2
[ (
∂0∂ih
0
j + ∂k∂ih
k
j
)
+
(
∂j∂0h
0
i + ∂j∂kh
k
i
)− ∂j∂ih−✷hij − ηij ∂α∂βhαβ
+ηij ✷h
]
=
1
2
[ (
∂0∂ih
0
j + ∂k∂ih
k
j
)
+
(
∂j∂0h
0
i + ∂j∂kh
k
i
)− ∂j∂ih
−✷hij + ηij
[
✷h− ηβρ ∂β
(
∂αh
α
ρ
)] }
=
1
2
[
∂i
(
∂0h
0
j + ∂kh
k
j
)
+ ∂j
(
∂0h
0
i + ∂kh
k
i
)− ∂j∂ih
−✷hij + ηij
[
✷h− ηβρ ∂β
(
∂αh
α
ρ
)] }
. (4.37)
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En utilisant la jauge harmonique (3.23), l’expression pre´ce´dente se met sous la forme
Gij ≈ 1
2
{
∂i
(
1
2
∂jh
)
+ ∂j
(
1
2
∂ih
)
− ∂j∂ih−✷hij + ηij
[
✷h− ηβρ ∂β
(
1
2
∂ρh
)]}
=
1
2
{
−✷hij + ηij
[
✷h− 1
2
∂ρ∂ρh
]}
=
1
2
{
−✷hij + ηij
[
✷h− 1
2
✷h
]}
= − q
2mc
✷
[
mc
q
(
hij − 1
2
ηij h
)]
(4.38)
ou encore
Gij ≈ − q
2mc
✷ĥ ij , (4.39)
tel que
ĥ ij =
mc
q
(
hij − 1
2
ηij h
)
. (4.40)
Dans la jauge harmonique et au premier ordre de la perturbation, les degre´s de liberte´
supple´mentaires ĥij se propagent a` la vitesse de la lumie`re Version e´lectromagne´tiquedes e´quations d’Einstein dans le vide
Gij = 0
 =⇒ [mc
q
✷
(
hij − 1
2
ηij h
)
= ✷ĥ ij = 0
]
.(4.41)
4.3.3 Re´capitulatif
Finalement, pour re´sumer la situation nous pouvons proposer ce sche´ma re´capitulatif

Gµν = 0︸ ︷︷ ︸
Equation type Einstein
∧

∂µh
µ
0 −
1
2
∂0h = 0, non utilise´e
∂µh
µ
i −
1
2
∂ih = 0, utilise´e︸ ︷︷ ︸
Jauge harmonique
∧
h11 + h
2
2 + h
3
3 = 0︸ ︷︷ ︸
restriction sur la trace
∧

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ
A0 = mc
2q
h00
Ai = mc
q
h0i

⇓
∂µFµν = 0 ∧ ∂σFµν + ∂νFσµ + ∂µFνσ = 0︸ ︷︷ ︸
Equations de Maxwell
∧ mc
q
✷
(
hij − 1
2
ηij h
)
= ✷ĥ ij = 0︸ ︷︷ ︸
propagation des degre´s de liberte´ hij dans la jauge harmonique

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4.3.4 La jauge de Lorentz
Une conse´quence d’utilisation de la condition de trace spatiale nulle est que la trace de la
perturbation est re´duite a` sa seule composante temporelle h = h00. Dans ce cas, la composante
”temporelle” de la jauge harmonique, non utilise´e jusqu’a` pre´sent, se met sous la forme
0 = ∂αh
α
0 −
1
2
∂0h
= ∂0h
00 + ∂ih
i0 − 1
2
∂0h
00 =
1
2
∂0h
00 + ∂ih
i0
=
q
mc
∂0
(
mc
2q
h00
)
+
q
mc
∂i
(
mc
q
hi0
)
=
1
c
(
∂0A0 + ∂iAi
)
=
q
mc
∂µAµ, (4.42)
ce qui repre´sente la jauge de Lorentz.
La condition de nullite´ de la trace spatiale (4.11) peut ainsi eˆtre vue comme une condition
ne´cessaire pour que la composante temporelle de la jauge harmonique se re´duise a` la jauge de
Lorentz ∂µAµ = 0 ; autrement dit, c’est une condition ne´cessaire pour que la jauge de Lorentz
soit contenue dans la jauge harmonique.
Apre`s avoir retrouve´ les e´quations de Maxwell, il est ainsi possible d’adopter la composante
temporelle de la jauge harmonique (jauge de Lorentz), dans le but de de´coupler les e´quations de
propagation des potentiels scalaire et vectoriel
✷Aµ = µ0 Jµ ⇐⇒
 ✷φ =
ρ
ε0
,
✷
−→A = µ0−→j ,
(4.43)
ou` Jµ = (c ρ,
−→
j ) , Aµ = (φ/c,−→A) et −→j = ρ−→v .
4.3.5 Re´flexions sur la de´rivation des Equations de Maxwell a` partir d’une
version e´lectromagne´tique des Equations d’Einstein dans le cas inte´rieur
a` la source
Pour de´crire l’e´lectromagne´tisme, nous avons postule´ l’existence d’e´quations de type Ein-
stein sous la forme
Gµν = χe T
µν (4.44)
ou` Gµν repre´sente le tenseur d’Einstein de´crivant les proprie´te´s ge´ome´trique de l’espace-temps
et T µν est un certain tenseur de´crivant la pre´sence des charges e´lectriques et courants.
Nous supposons que la constante de proportionnalite´ χe de l’e´lectromagne´tisme est diffe´rente
de la constante χ = 4πG/c4 de la gravitation car les deux interactions affectent de fac¸on
diffe´rente la structure de l’espace-temps.
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Les h0µ
On exploite une analogie entre de gravitation et l’e´lectromagne´tisme, en remplac¸ant la densite´
de masse ρm par la densite´ de charge ρ. En conside´rant que la source est un fluide parfait nous
e´tablissons l’analogie suivante
Gravitation Ele´ctromagne´tisme
T 00 ≃
(
mg
mi
)
ρmc
2 T 00 ≃ ( q
m
)
ρ c2
T 0j ≃
(
mg
mi
)
ρmc v
j T 0j ≃ ( q
m
)
ρ c vj
T kl ≃
(
mg
mi
)
ρm v
kvl T kl ≃ ( q
m
)
ρ vkvl
avec la diffe´rence fondamentale que le rapport de la masse grave par la masse inerte est e´gale
a` l’unite´ mg/mi = 1, alors que le rapport de la charge e´lectrique par la masse inertielle d’une
particule d’e´preuve q/m est une caracte´ristique intrinse`que de chaque particule.
En de´finissant, a` l’approximation line´aire,
T 0ν =
q c
m
Jν ⇔

T 00 =
q c
m
(c ρ)
T 0i =
q c
m
(ρ vi)
(4.45)
nous allons de´terminer la constante de proportionnalite´ χe figurant dans les Equations type Ein-
stein de l’e´lectromagne´tisme
G0ν = χe T
0ν . (4.46)
Pour ce faire, nous avons d’apre`s (4.36)
G0ν = χe T
0ν
− q
2mc
∂µFµν ≈ χe
(q c
m
Jν
)
⇒ ∂µFµν ≈
(
−2mc
q
χe
q c
m
)
︸ ︷︷ ︸
µ0
Jν . (4.47)
Pour retrouver le deuxie`me groupe d’e´quations de Maxwell avec source, ∂µFµν = µ0Jν , il suffit
d’imposer que
χe = − µ0
2c2
= −(µ0ε0)
2c2 ε0
= − 1
2c4 ε0
= −
(
4π
2c4
)
1
4πε0
ou encore
χe = −2πK
c4
(4.48)
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avec K = (4πε0)
−1 est la constante figurant dans la loi de Coulomb.
Nous avons finalement l’e´quations type Einstein pour l’e´lectromagne´tisme 6
Gµν = −
(
2πK
c4
)
T µν . (4.49)
Attirons l’attention sur le fait que, conforme´ment a` (3.25) et (4.13), nous avons
G0ν ≈ −1
2
✷
(
h0ν − 1
2
η0ν h
)
= − q
2mc
✷Aν . (4.50)
Compte tenu de (4.45) et (4.48), l’e´quation G0ν = χeT 0ν conduit aux e´quations des potentiels
de´couple´s ✷Aν = µ0Jν .
En comparant les coefficients figurant dans les e´quations d’Einstein de la gravite´ et de l’e´lectro-
magne´tisme, nous avons
χe
χ
= −
(
2πK
c4
)
(
8πG
c4
) = − K
4G
(4.51)
de telle sorte que l’interaction e´lectromagne´tique est ne´gligeable devant l’interaction gravitation-
nelle a` grande e´chelle, et vice versa a` l’e´chelle microscopique.
Le facteur 4 figurant dans ce rapport rappelle le facteur 4 inde´sirable qu’on a pu e´liminer de la
partie magne´tique de la force gravitationnelle type Lorentz. La re´apparition de ce facteur est tout
a` fait intrigante ; au dela` de l’aspect formel de l’irre´ductibilite´ de ce facteur 4, nous pensons que
cette situation est peut-eˆtre re´ve´latrice d’un fait fondamental a` e´lucider si on veut comprendre la
diffe´rence fondamentale entre la gravite´ et l’e´lectromagne´tisme.
Les hij
Inte´ressons-nous a` pre´sent aux hij . D’apre`s (4.38) nous avons
Gij ≈ −1
2
✷h
ij
= −2πK
c4
T ij (4.52)
= −2πK
c4
( q
m
ρ vivj
)
(4.53)
de telle sorte que
hij =
(
hij − 1
2
ηij h
)
,
6. En utilisant les de´finitions des tenseurs de courbure et de Ricci, donne´s dans [87], les e´quations d’Einstein
seront de´finies avec un facteur (-1) global par rapport aux e´quations d’Einstein figurant dans cette the`se, ou` les
de´finitions de Landau [86] ont e´te´ adopte´es.
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ce qui conduit a` l’e´quation de propagation suivante
✷h
ij
=
2πK
c4
2q
m
ρ(−→x , t) vivj
= −4π
(
− Kq
mc4
ρ(−→x , t) vivj
)
(4.54)
D’une manie`re ge´ne´rale, une e´quation de propagation avec second membre
✷ψ(−→x , t) = −4π f(−→x , t) (4.55)
admet une solution 7
ψ(−→x , t) =
∫
d3x
′
[
f(−→x ′, t′)]
ret
| −→x −−→x ′ |
ou`
[
f(
−→
x
′
, t
′
)
]
ret
= f
(−→x ′ , t′ − |−→x−−→x ′ |
c
)
.
Dans ce cas, l’e´quation de propagation (4.54) admet la solution
h ij = − Kq
mc4
∫
d3x
′
[
ρ(−→x ′, t′) vivj)]
ret
| −→x −−→x ′ | (4.56)
avec la restriction sur la trace h = h00.
Il faut savoir que nous avons ne´glige´ les termes quadratiques vivj ≪ c2 pour pouvoir retrou-
ver une force de Lorentz. Dans le cadre de cette approximation l’e´quation de propagation (4.54)
devient plutoˆt
✷h
ij ≈ 0.
Les solutions d’une telle e´quation de propagation sont des ondes planes qui se propagent a`
l’infini a` la vitesse c.
En supposant que les hij soient tre`s ne´gligeables devant les degre´s de liberte´ de l’e´lectro-
magne´tisme de telle sorte que h00 ≫ h0i ≫ hij . Les composantes hij repre´sentent des degre´s
de liberte´ ”supple´mentaires”, par rapport au quadri-potentiel e´lectromagne´tique Aµ, et sont tre`s
ne´gligeables dans le cadre de cette application mais qui jouerait probablement un roˆle a` une
e´chelle plus petite.
Au premier ordre de la perturbation, les degre´s de liberte´ hij sont comple`tement de´couple´s
des degre´s de liberte´ effectif de l’e´lectromagne´tisme standard h00 et h0i. Nous allons voir qu’au
second ordre de la perturbation, ces hij vont eˆtre couple´s aux degre´s de liberte´ effectifs et ne
peuvent plus eˆtre ne´glige´s.
Pour terminer, nous dirons que les hij sont plutoˆt des degre´s de liberte´ qui commencent a` se
re´ve´ler a` partir du second ordre de la perturbation ; c’est pour cette raison qu’en e´lectromagne´tisme
standard, de´veloppe´e au premier ordre de la perturbation, ils ne se sont pas encore re´ve´le´s car
comple`tement de´couple´s de Aµ.
7. Seule la solution retarde´e et retenue et la solution avance´e est ignore´e.
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4.3.6 Justification de l’approximation lineaire
Les e´quations de Maxwell ont e´te´ de´termine´es a` partir d’une nouvelle version d’e´quations
d’Einstein au premier ordre de la perturbation. Nous allons pre´senter quelques arguments pour
montrer que les termes d’ordres supe´rieurs sont comple`tement ne´gligeables dans les domaines
actuels d’application de l’e´lectromagne´tisme. Pour ce faire, reprenons les de´finitions (4.5) et
(4.6) des champs e´lectrique et magne´tique qui prennent la forme
E
i = −cF0i = −mc
2
q
(
∂0h0i − 1
2
∂ih00
)
(4.57)
et
B
i = −1
2
ǫijkFjk = −mc
2
2q
ǫijk (∂jh0k − ∂kh0j) , (4.58)
compte tenu de (4.4) et (4.13).
Pour e´viter les effets quantiques, nous n’allons pas choisir un syste`me subatomique comme
particule test. Au lieu de cela, conside´rons dans le domaine des hautes tensions une particule de
poussie`re de diame`tre 10−6 m et de masse de l’ordre de m ≈ 10−14 Kg. Cette particule peut
eˆtre, ou bien a` l’inte´rieur d’un pre´cipitateur e´lectrostatique ou` peut re´gner un champ e´lectrique
E intense, ou bien a` l’inte´rieur de l’entrefer d’une machine e´lectrique tournante ou` peut re´gner
un champ magne´tique B intense. Pour de telles particules, il est bien connu [114] que la charge
e´lectrique de saturation est de l’ordre de q ≈ 10−18 C. Meˆme pour des valeurs des champs
E ≈ 108 V.m−1 etB ≈ 10 T, rarement atteintes, les quantite´s ∂νh0µ figurant dans (4.57) et (4.58)
ne prennent que des valeurs tre`s petites, de l’ordre de qEi/mc2 ≈ 10−13 m−1 a` qBi/mc ≈ 10−11
m−1.
D’autre part, il est bien connu que la charge maximale q que porte une particule de diame`tre
Φ est proportionnelle a` Φ2 [114, 115], alors que sa masse est proportionnelle a` Φ3. Il s’en suit que
le rapport q/m est une fonction de´croissante puisqu’il est proportionnel a` Φ−1. Autrement dit, si
nous choisissons une particule test avec une plus grande charge e´lectrique, sa masse sera assez
grande pour obtenir des valeurs encore plus petites de ∂νh0µ. Pour avoir des valeurs plus impor-
tantes de ∂νh0µ, il est ne´cessaire d’utiliser une particule test avec une plus petite masse. Pour
avoir des valeurs significatives de ∂νh0µ, la masse doit eˆtre si petite que les effets quantiques ne
peuvent de´sormais plus eˆtre ne´glige´es. Par exemple, dans le cas ou` la particule test est un proton,
avec les meˆmes valeurs pre´ce´dentes pour E et B, nous obtenons des valeurs non ne´gligeables,
de l’ordre de qEi/mc2 ≈ 0.1 m−1 a` qBi/mc ≈ 1 m−1.
Pour des syste`mes non quantiques, le fait que les de´rive´es ∂νh0µ tendent vers ze´ro implique
que les h0µ prennent des valeurs quasiment constantes. En exigeant la convergence asymp-
totique de la me´trique de l’espace-temps vers la me´trique plate minkowskienne, tre`s loin de
la source, ces constantes prennent ainsi des valeurs tre`s proches de ze´ro. Donc, en chaque
point de l’espace-temps, les relations (4.57) and (4.58) montrent clairement que meˆme pour des
champs e´lectromagne´tiques intenses, nous avons toujours h0µ ≪ 1. Ceci justifie l’approximation
line´aire adopte´e dans notre approche et indique que les termes d’ordres supe´rieurs sont tout a` fait
ne´gligeables.
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Il est claire que pour des champs e´lectriques et magne´tiques faibles, l’approximation line´aire
est pleinement justifie´e. En se plac¸ant de le cas de figure le plus de´favorable, i.e. pour les
champs les plus intenses possibles, compte tenu des avance´es technologiques actuelles, nous
avons montre´ que l’approximation line´aire reste valable. Si la technologie se de´veloppe pour
acce´der a` des champs encore plus intenses, dans ce cas, les termes non line´aires joueraient un roˆle
important et ne peuvent de´sormais plus eˆtre ne´glige´s ; les e´quations de Maxwell ne de´criraient
plus correctement les champs et il faudrait plutoˆt faire appel a` la version e´lectromagne´tique des
e´quations d’Einstein (4.49).
4.4 Force de Lorentz
Dans ce qui suit, nous allons montrer qu’une particule d’e´preuve, se de´plac¸ant suivant des
ge´ode´siques, est soumise a` une force de Lorentz dans le domaine des champs et des vitesses
faibles.
L’e´quations des ge´ode´siques
d2xµ
dτ 2
= −Γµ00
dx0
dτ
dx0
dτ
− 2 Γµ0i
dx0
dτ
dxi
dτ
− Γµil
dxi
dτ
dxl
dτ
permet de de´terminer les composantes spatiales
d2xj
dτ 2
= −c2 Γj00
(
dt
dτ
)2
− 2 Γj0i
(
dt
dτ
)
c ui − Γµil ui ul, (4.59)
en fonction du quadrvecteur vitesse
uν =
dxν
dτ
=
dxµ
dt
dt
dτ
= (γv c, γv
−→v ) (4.60)
tel que u0 = γv c, ui = γv vi et γv = (1−−→v 2/c2)−1/2.
Dans le cas line´aire, les symboles de Christoffel
Γρµν ≈
1
2
ηρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) . (4.61)
figurant dans (4.59) sont donne´s par
Γj00 ≈
1
2
ηjλ (∂0h0λ + ∂0h0λ − ∂λh00) ≈ ∂0hj0 −
1
2
∂jh00 (4.62)
Γj0i ≈
1
2
ηjλ (∂0hiλ + ∂ih0λ − ∂λh0i) ≈ 1
2
(
∂0h
j
i + ∂ih
j
0 − ∂jh0i
) (4.63)
Γjil ≈
1
2
ηjλ (∂ihlλ + ∂lhiλ − ∂λhil) ≈ 1
2
(
∂ih
j
l + ∂lh
j
i − ∂jhil
)
, (4.64)
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de sorte a` avoir
d2xj
dτ 2
= −c2
(
dt
dτ
)2
(∂0h
j
0 −
1
2
∂jh00)− c ui
(
dt
dτ
)(
∂0h
j
i + ∂ih
j
0 − ∂jh0i
)
−1
2
ui ul
(
∂ih
j
l + ∂lh
j
i − ∂jhil
)
= −c2
(
dt
dτ
)2
(∂0h
j
0) +
c2
2
(
dt
dτ
)2
(∂jh00)− c ui
(
dt
dτ
)(
∂ih
j
0 − ∂jh0i
)
−c ui (∂0hji )
(
dt
dτ
)
− 1
2
ui ul
(
∂ih
j
l + ∂lh
j
i − ∂jhil
) (4.65)
ou encore finalement
d2xj
dτ 2
= c2
[
1
2
(
dt
dτ
)2
∂jh00 − 1
c
(
dt
dτ
)2
∂h0j
∂t
−ui
c
(
dt
dτ
)(
∂ih0j − ∂jh0i)− ui
c2
dt
dτ
∂hij
∂t
− uiul
c2
(
∂ihjl − 1
2
∂jhil
)]
. (4.66)
Pour des vitesses faibles v ≪ c, ou` dt
dτ
→ 1 et ui → vi = dxi/dt, il est possible de ne´gliger
les termes proportionnels a` 1/c2 dans (4.66), pour avoir 8
d2xj
dt2
≈ c2
[
1
2
(
∂jh00
)− 1
c
∂h0j
∂t
− vi
c
(
∂ih0j − ∂jh0i) ]. (4.67)
En tenant compte des de´finitions des potentiels scalaire (4.1) et vecteur (4.2), les composantes
d’acce´le´rations (4.67) prennent la forme
d2xj
dt2
≈ q
m
[(
c ∂jA0 − ∂A
j
∂t
)
− vi
(
∂iAj − ∂jAi) ]. (4.68)
Pour j = 1
d2x1
dt2
≈ q
m
[(
c ∂1A0 − ∂A
1
∂t
)
− vi
(
∂iA1 − ∂1Ai) ]
≈ q
m
[(
−∂1φ− ∂A
1
∂t
)
− v2
(
∂2A1 − ∂1A2)− v3 (∂3A1 − ∂1A3)
]
≈ q
m
[(
−∂1φ− ∂A
1
∂t
)
+ v2
(
∂1A2 − ∂2A1
)− v3 (∂3A1 − ∂1A3)
]
,
8. on ne´glige les termes quadratiques en vitesses v2/c2
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et compte tenu des de´finitions des champs e´lectrique (4.7) et magne´tique (4.8), nous aboutissons
finalement a`
d2x1
dt2
≈ q
m
[
E
1 +
(−→v ×−→B)1 ]. (4.69)
De meˆme pour j = 2 et j = 3, nous aboutissons a`
d2x2
dt2
≈ q
m
[
E
2 +
(−→v ×−→B)2 ], (4.70)
et
d2x3
dt2
≈ q
m
[
E
3 +
(−→v ×−→B)3 ]. (4.71)
Les e´quations (4.69), (4.70) et (4.71), re´sume´es sous forme vectorielle
d2−→r
dt2
≈ q
m
[−→
E +
(−→v ×−→B)], (4.72)
montent clairement qu’une particule test, dans le cas des champs et vitesses faibles 9, est soumise
a` la force de Lorentz
m
d2−→r
dt2
≈ q
[−→
E +
(−→v ×−→B)]. (4.73)
4.5 Ordre 2 de la perturbation : Corrections des Equations de
Maxwell
4.5.1 Introduction
Apre`s avoir vu que dans le contexte de l’interaction e´lectromagne´tique, il e´tait possible de
montrer que les e´quations d’Einstein line´arise´es, a` l’ordre 1 de la perturbation, se re´duisent aux
e´quations de Maxwell, une e´tude perturbative a` l’ordre 2 sera entreprise, et ce dans le but d’ap-
porter des corrections aux e´quations de Maxwell et a` la force de Lorentz. On espe`re ainsi rendre
compte des phe´nome`nes non line´aires d’auto-interaction de la charge e´lectrique avec son propre
champ e´lectromagne´tique.
Dans ce contexte, on pose que la me´trique de l’espace-temps est donne´e par
gµν = ηµν + hµν , | hµν |≪ 1. (4.74)
tel que ηµν = (1,−1,−1,−1), alors qu’a` l’ordre 2 de la perturbation nous posons
gµν ≈ ηµν − hµν + fµν , (4.75)
ou` fµν est par hypothe`se un terme de seconde ordre.
9. a` l’ordre v/c
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Dans un premier temps, de´terminons l’expression de fµν . Pour ce faire imposons aux compo-
santes covariantes et contravariantes du tenseur me´trique de satisfaire la relation d’orhogonalite´
gµν g
νρ = δρµ
≈ (ηµν + hµν) (ηνρ − hνρ + f νρ)
= δρµ − ηµν hνρ + ηµν f νρ + ηνρ hµν − hµν hνρ +O(h3).
Une identification ordre par ordre permet de montrer
1. A l’ordre 0
ηµν η
νρ = δρµ. (4.76)
2. A l’ordre 1
ηνρ hµν − ηµν hνρ = 0
ηµν h
νρ = ηνρ hµν
ηλµ ηµν h
νρ = ηλµ ηνρ hµν
δλν h
νρ = ηλµ ηνρ hµν
hλρ = ηλµ ηνρ hµν (4.77)
3. A l’ordre 2
ηµν f
νρ − hµν hνρ = 0
ηµν f
νρ = hµν h
νρ
ηλµ ηµν f
νρ = ηλµ hµν h
νρ
δλν f
νρ = ηλµ hµν h
νρ
fλρ = ηλµ hµν h
νρ = hλν h
νρ (4.78)
Dans un deuxie`me temps, assurons-nous qu’il est possible d’e´lever ou d’abaisser les in-
dices, a` l’ordre 2, en utilisant simplement ηµν et ηµν . Pour ce faire, en exigeant la satisfac-
tion de la transformation entre composantes covariantes et contravariantes du tenseur me´trique
gµν = gµσ gρν g
σρ a` l’ordre 2
gµν ≈ (ηµσ + hµσ) (ηρν + hρν) gσρ
gµν ≈
[
ηµσ ηρν + ηµσ hρν + ηρν hµσ + hµσ hρν +O(h3)
]
gσρ
gµν ≈
[
ηµσ ηρν + ηµσ hρν + ηρν hµσ + hµσ hρν +O(h3)
] (
ησρ − hσρ + ηαβ hσα hβρ
)
nous aboutissons finalement a` la relation
ηµν + hµν ≈ ηµσ ηρν ησρ +
(
− ηµσ ηρν hσρ + ηµσ ησρ hρν + ηρν ησρ hµσ
)
+
(
ηµσ ηρν ηαβ h
σα hβρ − ηµσ hρν hσρ
−ηρν hµσ hσρ + ησρ hµσ hρν +O(h3)
)
. (4.79)
Par identification ordre par ordre nous avons
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1. A l’ordre 0
ηµν = ηµσ ηρν η
σρ. (4.80)
2. A l’ordre 1
hµν = −ηµσ ηρν hσρ + ηµσ ησρ︸ ︷︷ ︸
δρµ
hρν + ηρν η
σρ︸ ︷︷ ︸
δσν
hµσ
= −ηµσ ηρν hσρ + hµν + hµν
il suffit que
ηµσ ηρν h
σρ = hµν . (4.81)
3. A l’ordre 2
0 = ηµσ ηρν ηαβ h
σα hβρ − ηµσ hρν hσρ − ηρν hµσ hσρ + ησρ hµσ hρν .
Sachant que
ηµσ ηρν ηαβ h
σα hβρ = ηµσ ηρν h
σ
β h
βρ
= ηµσ h
σ
β h
β
ν
= hµβ h
β
ν
nous obtenons ainsi la relation
0 = hµβ h
β
ν − hρν hρµ − hµσ hσν + hρµ hρν = 0
Re´sumons la situation a` l’ordre 2 de la perturbation. Les composantes covariantes et contra-
variantes sont respectivement donne´es par 10
gµν = ηµν + hµν , | hµν |≪ 1. (4.82)
gµν ≈ ηµν − hµν + fµν (4.83)
tel que
hλρ = ηλµ ηνρ hµν (4.84)
fλρ = ηλµ hµν h
νρ = hλν h
νρ. (4.85)
4.5.2 Equations de type Einstein a` l’ordre 2 de la perturbation
Les effets des ordres supe´rieurs a` l’ordre deux de la perturbation sont ne´glige´s, on conside`re
un champ de tenseurs syme´trique hµν qui se propage dans un espace-temps plat de Minkowski.
10. En posant gµν = ηµν + ǫhµν ou` ǫ ≪ 1 dans ce cas il est clair que gµν ≈ ηµν − ǫhµν + ǫ2 ηµλ hλρ hρν est
du second ordre en ǫ.
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Symboles de Christoffel
Par de´finition
Γρµν =
1
2
gρλ (∂µgνλ + ∂νgλµ − ∂λgµν) .
A l’ordre 2, compte tenu de (4.74) et et (4.75), l’expression pre´ce´dente devient
Γρ (2)µν =
1
2
(
ηρλ − hρλ + hρσ hσλ
) [
∂µ (ηνλ + hνλ) + ∂ν (ηλµ + hλµ)− ∂λ (ηµν + hµν)
]
=
1
2
ηρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν)− 1
2
hρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) . (4.86)
Or a` l’odre 1, d’apre`s (3.3), nous avons
Γρ (1)µν =
1
2
ηρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) . (4.87)
Ainsi, les symboles de Christoffel a` l’ordre 2 sont donne´s finalement par
Γρ (2)µν = Γ
ρ (1)
µν −
1
2
hρλ (∂µhνλ + ∂νhλµ − ∂λhµν) . (4.88)
Tenseur de Riemann
Le tenseur de Riemann est de´fini comme suit
Rµνρσ = gµλR
λ
νρσ = gµλ
(
∂ρΓ
λ
νσ − ∂σΓλνρ + Γλnρ Γnνσ − Γλnσ Γnνρ
)
. (4.89)
A l’ordre 2, compte tenu de (4.74) et (4.88), l’expression pre´ce´dente devient
R (2)µνρσ = (ηµλ + hµλ)
{
∂ρ
[
Γλ (1)νσ −
1
2
hλα (∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ)
]
−∂σ
[
Γλ (1)νρ −
1
2
hλα (∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ)
]
+ Γλ (1)nρ Γ
n (1)
νσ − Γλ (1)nσ Γn (1)νρ
}
R (2)µνρσ = ηµλ
(
∂ρΓ
λ (1)
νσ − ∂σΓλ (1)νρ
)
−1
2
ηµλ h
λα (∂ρ∂νhσα + ∂ρ∂σhαν − ∂ρ∂αhνσ)
−1
2
ηµλ ∂ρh
λα (∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ)
+
1
2
ηµλ h
λα (∂σ∂νhρα + ∂σ∂ρhαν − ∂σ∂αhνρ)
+
1
2
ηµλ ∂σh
λα (∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ) + hµλ
(
∂ρΓ
λ (1)
νσ − ∂σΓλ (1)νρ
)
+ηµλΓ
λ (1)
nρ Γ
n (1)
νσ − ηµλΓλ (1)nσ Γn (1)νρ . (4.90)
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Or a` l’ordre 1, nous avons d’une part
R (1)µνρσ = ηµλ
(
∂ρΓ
λ (1)
νσ − ∂σΓλ (1)νρ
) (4.91)
et d’autre part
hµλ
(
∂ρΓ
λ (1)
νσ − ∂σΓλ (1)νρ
)
=
1
2
ηλα hµλ
{
∂ρ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)
−∂σ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)}
=
1
2
hαµ
(
∂ρ∂νhσα − ∂ρ∂αhνσ − ∂σ∂νhρα + ∂σ∂αhνρ
)
.
Dans ce cas (4.90) devient
R (2)µνρσ = R
(1)
µνρσ
+
1
2
hαµ
(
∂σ∂νhρα + ∂σ∂ρhαν − ∂σ∂αhνρ − ∂ρ∂νhσα − ∂ρ∂σhαν + ∂ρ∂αhνσ
)
+
1
2
∂σh
α
µ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)
− 1
2
∂ρh
α
µ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)
+
1
4
ηµλ η
λα︸ ︷︷ ︸
δαµ
ηnβ
(
∂nhρα + ∂ρhαn − ∂αhnρ
)(
∂νhσβ + ∂σhβν − ∂βhνσ
)
−1
4
ηµλ η
λα︸ ︷︷ ︸
δαµ
ηnβ
(
∂nhσα + ∂σhαn − ∂αhnσ
)(
∂νhρβ + ∂ρhβν − ∂βhνρ
)
+
1
2
hαµ
(
∂ρ∂νhσα − ∂ρ∂αhνσ − ∂σ∂νhρα + ∂σ∂αhνρ
)
R (2)µνρσ = R
(1)
µνρσ
+
1
2
hαµ
(
∂σ∂νhρα − ∂σ∂αhνρ − ∂ρ∂νhσα + ∂ρ∂αhνσ
)
+
1
2
∂σh
α
µ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)
− 1
2
∂ρh
α
µ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)
+
1
4
(
∂nhρµ + ∂ρhµn − ∂µhnρ
)(
∂νh
n
σ + ∂σh
n
ν − ∂nhνσ
)
−1
4
(
∂nhσµ + ∂σhµn − ∂µhnσ
)(
∂νh
n
ρ + ∂ρh
n
ν − ∂nhνρ
)
+
1
2
hαµ
(
∂ρ∂νhσα − ∂ρ∂αhνσ − ∂σ∂νhρα + ∂σ∂αhνρ
)
. (4.92)
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Le cinquie`me et sixie`me terme de l’expression pre´ce´dente se mettent respectivement sous la
forme (
∂nhρµ + ∂ρhµn − ∂µhnρ
)(
∂νh
n
σ + ∂σh
n
ν − ∂nhνσ
)
=
(
∂nhρµ + ∂ρh
n
µ − ∂µhnρ
)(
∂νhσn + ∂σhνn − ∂nhνσ
)
(4.93)(
∂nhσµ + ∂σhµn − ∂µhnσ
)(
∂νh
n
ρ + ∂ρh
n
ν − ∂nhνρ
)
=
(
∂nhσµ + ∂σh
n
µ − ∂µhnσ
)(
∂νhρn + ∂ρhνn − ∂nhνρ
)
. (4.94)
Donc
R (2)µνρσ = R
(1)
µνρσ
+
1
2
∂σh
α
µ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)
− 1
2
∂ρh
α
µ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)
+
1
4
(
∂αhρµ + ∂ρh
α
µ − ∂µhαρ
)(
∂νhσα + ∂σhνα − ∂αhνσ
)
−1
4
(
∂αhσµ + ∂σh
α
µ − ∂µhασ
)(
∂νhρα + ∂ρhνα − ∂αhνρ
)
R (2)µνρσ = R
(1)
µνρσ
+
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)[1
2
∂σh
α
µ −
1
4
(
∂αhσµ + ∂σh
α
µ − ∂µhασ
)]
−
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)[1
2
∂ρh
α
µ −
1
4
(
∂αhρµ + ∂ρh
α
µ − ∂µhαρ
)]
.
Nous obtenons l’expression finale du tenseur de Riemann, a` l’ordre 2 de la perturbation,
R (2)µνρσ = R
(1)
µνρσ
+
1
4
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
−1
4
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ − ∂αhρµ + ∂ρhαµ
)
, (4.95)
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ou encore, en remplac¸ant R (1)µνρσ par son expression (3.5)
R (2)µνρσ =
1
2
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
4
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ + ∂σh
α
µ − ∂αhσµ
)
−1
4
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ + ∂ρh
α
µ − ∂αhρµ
)
. (4.96)
Tenseur de Ricci
Par de´finition
Rνσ = g
µρRµνρσ. (4.97)
A l’ordre 2, compte tenu des expressions de la me´trique inverse (4.75) et du tenseur de Riemann
(4.95), nous avons
R (2)νσ =
(
ηµρ − hµρ + hµα hαρ
)
R (2)µνρσ
R (2)νσ =
(
ηµρ − hµρ + hµα hαρ
)[
R (1)µνρσ
+
1
4
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
−1
4
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ − ∂αhρµ + ∂ρhαµ
)]
R (2)νσ = η
µρR (1)µνρσ
+
1
4
ηµρ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
−1
4
ηµρ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ − ∂αhρµ + ∂ρhαµ
)
−hµρR (1)µνρσ
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Or d’apre`s l’expression (3.6) du tenseur de Ricci, au premier ordre, nous avons
R (2)νσ = R
(1)
νσ
+
1
4
ηµρ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
−1
4
ηµρ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ − ∂αhρµ + ∂ρhαµ
)
−hµρR (1)µνρσ
R (2)νσ = R
(1)
νσ
+
1
4
ηµρ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
−1
4
ηµρ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ − ∂αhρµ + ∂ρhαµ
)
−1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
(4.98)
tel que
h = ηαβ hαβ = h
β
β (trace de la perturbation a` l’ordre 1).
✷ = ηαβ ∂α∂β =
1
c2
∂2t −
−→∇2 (d’Alembertien).
En exprimant le tenseur de Ricci a` l’ordre 1 par son expression explicite, il vient alors
R (2)νσ =
1
2
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
+
1
4
ηµρ
(
∂νhρα + ∂ρhαν − ∂αhνρ
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
−1
4
ηµρ
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂µh
α
ρ − ∂αhρµ + ∂ρhαµ
)
−1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
. (4.99)
Dans le but de simplifier un peu plus l’expression pre´ce´dente, proce´dons par e´tapes. Pour ce
faire, posons
B =
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ − ∂αhσµ + ∂σhαµ
)
B = +
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂µh
α
σ −
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂αhσµ
+
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂σh
α
µ
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En modifiant l’indice muet µ a` α, dans le deuxie`me terme, nous avons
B = +
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂µh
α
σ −
1
4
(
∂νh
α
µ + ∂
αhµν − ∂µhαν
)
∂µhσα
+
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂σh
α
µ
B =
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂µh
α
σ −
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂αh
µ
ν − ∂µhνα
)
∂µh
α
σ
+
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂σh
α
µ
ou encore
B =
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)
∂µh
α
σ +
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂σh
α
µ. (4.100)
En remplac¸ant (4.100) dans (4.99)
R (2)νσ =
1
2
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
−1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)
∂µh
α
σ +
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂σh
α
µ
−1
2
(
∂νhσα + ∂σhαν − ∂αhνσ
)(
∂ρhαρ −
1
2
∂αh
)
(4.101)
nous obtenons finalement l’expression du tenseur de Ricci a` l’ordre 2 de perturbation
R (2)νσ =
1
2
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
−1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)
∂µh
α
σ +
1
4
(
∂νh
µ
α + ∂
µhαν − ∂αhµν
)
∂σh
α
µ
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂ρh
ρ
α −
1
2
∂αh
)
(4.102)
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qui peut se mettre encore sous la forme
R (2)νσ =
1
2
(
∂ρ∂νh
ρ
σ − ✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
−1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂ρh
ρ
α −
1
2
∂αh
)
. (4.103)
Courbure scalaire
Par de´finition
R = gνσRνσ.
A l’ordre 2, compte tenu des expressions de la me´trique inverse (4.75) et du tenseur de Ricci
(4.102), nous avons
R (2) =
(
ηνσ − hνσ + hνα hασ
)
R (2)νσ
R (2) =
(
ηνσ − hνσ + hνα hασ
)[
R (1)νσ
−1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)]
R (2) = ηνσ R (1)νσ −
1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
αν +
1
2
∂νhαµ
)
+
1
4
(∂σhµα) ∂σh
α
µ
−1
2
(
∂σhασ + ∂
νhαν︸ ︷︷ ︸
2 ∂µhαµ
−∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
− hνσ R (1)νσ . (4.104)
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Dans le but de proce´der par e´tapes, posons d’une part,
C =
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
αν +
1
2
∂νhαµ
)
+
1
4
(∂σhµα) ∂σh
α
µ
C =
1
2
(∂µhαν) ∂µh
αν +
1
4
(∂µhαν) ∂
νhαµ −
1
2
(∂αh
µ
ν ) ∂µh
αν
−1
4
(∂αh
µ
ν) ∂
νhαµ︸ ︷︷ ︸
(∂µhαν)∂νhαµ
+
1
4
(∂σhµα) ∂σh
α
µ︸ ︷︷ ︸
(∂µhαν)∂µhαν
C =
3
4
(∂µhαν) ∂µh
αν − 1
2
(∂αh
µ
ν) ∂µh
αν . (4.105)
Dans ce cas, en tenant compte de (4.105), la courbure scalaire (4.104) devient
R (2) = R (1) − 1
2
hµρ
(
∂ρ∂νh
ν
µ − ∂ρ∂µh−✷hρµ + ∂σ∂µhσρ
)
+
3
4
(∂µhαν) ∂µh
)αν − 1
2
(∂αh
µ
ν ) ∂µh
αν −
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
−1
2
hνσ
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
. (4.106)
D’autre part, posons
D = −1
2
hµρ
(
∂ρ∂νh
ν
µ − ∂ρ∂µh− ✷hρµ + ∂σ∂µhσρ
)
−1
2
hνσ
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
D = −1
2
hνσ
(
∂σ∂ρh
ρ
ν − ∂σ∂νh− ✷hσν + ∂ρ∂νhρσ
)
−1
2
hνσ
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh+ ∂σ∂µhµν
)
D = hνσ
(
✷hνσ − ∂ρ∂νhρσ − ∂σ∂ρhρν + ∂σ∂νh
)
. (4.107)
Finalement, compte tenu de (4.107), l’expression (4.106) de la courbure scalaire, a` l’odre 2 de la
perturbation, devient
R (2) = R (1) +
3
4
(∂µhαν) ∂µh
αν − 1
2
(∂αh
µ
ν ) ∂µh
αν
−
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+ hνσ
(
✷hνσ − ∂ρ∂νhρσ − ∂σ∂ρhρν + ∂σ∂νh
)
, (4.108)
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ou encore
R (2) =
(
∂ρ∂νh
ρν −✷h
)
+
1
2
∂µh
αν
[
3
2
(∂µhαν)− (∂αhµν )
]
−
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+ hνσ
(
✷hνσ − ∂ρ∂νhρσ − ∂σ∂ρhρν + ∂σ∂νh
)
. (4.109)
Tenseur d’Einstein a` l’ordre 2 de la perturbation
Par de´finition
Gνσ = Rνσ − 1
2
gνσ R. (4.110)
A l’ordre 2, compte tenu de (4.74), (4.102) et (4.109), nous avons
G (2)νσ = R
(2)
νσ −
1
2
(
ηνσ + hνσ
)
R (2)
G (2)νσ =
{
R (1)νσ −
1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂ρh
ρ
α −
1
2
∂αh
)}
−1
2
ηνσ
{
R (1) +
1
2
∂µh
αβ
[
3
2
(∂µhαβ)−
(
∂αh
µ
β
)]
−
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)}
− 1
2
hνσ
(
∂ρ∂αh
ρα − ✷h
)
(4.111)
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G (2)νσ =
(
R (1)νσ −
1
2
ηνσ R
(1)
)
−
[
1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
ηνσ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
+
1
2
hνσ
(
∂ρ∂αh
ρα −✷h
)]
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
2
ηνσ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ +
1
4
ηνσ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
. (4.112)
Or le tenseur d’Einstein, a` l’ordre 1, est donne´ par G (1)νσ = R (1)νσ − 12 ηνσ R (1), ce qui permet
finalement d’exprimer le tenseur d’Einstein a` l’ordre 2 sous la forme
G (2)νσ = G
(1)
νσ −
[
1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
ηνσ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
+
1
2
hνσ
(
∂ρ∂αh
ρα −✷h
)]
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
2
ηνσ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ +
1
4
ηνσ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
, (4.113)
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ou encore
G (2)νσ =
1
2
(
∂ρ∂νh
ρ
σ −✷hνσ − ∂σ∂νh + ∂σ∂µhµν − ηνσ ∂ρ∂αhρα + ηνσ✷h
)
−
[
1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
ηνσ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
+
1
2
hνσ
(
∂ρ∂αh
ρα −✷h
)]
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
2
ηνσ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ +
1
4
ηνσ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
. (4.114)
4.5.3 Corrections des e´quations de Maxwell a` l’ordre 2 de la perturbation
Description de la proce´dure adopte´e
Nous avons montre´, qu’au premier ordre de la perturbation les e´quations de type Einstein
dans le vide pour l’interaction e´lectromagne´tiques se re´duisent au deuxie`me groupe d’e´quations
de Maxwell. En effet, d’apre`s (4.36) nous avons
G
(1)
0ν = −
q
2mc
∂µFµν = 0 =⇒ ∂µFµν = 0. (4.115)
Dans ce qui suit, nous allons re´e´crire les e´quations de type Einstein dans le vide
G
(2)
0ν = −
q
2mc
∂µFµν + Corrections d’ordre 2 = 0
en ayant recours aux conditions les conditions de nullite´ de la trace spatiale (4.11) et les compo-
santes spatiales” de la jauge harmonique (4.10), dans le but d’apporter des corrections, a` l’ordre
2 de la perturbation, aux e´quations de Maxwell
∂µFµν + Corrections d’ordre 2 = 0.
Corrections du deuxie`me groupe d’e´quations de Maxwell a` l’ordre 2 de la perturbation
A l’ordre 2 de la perturbation et conforme´ment a` (4.113), les e´quations d’Einstein dans le
vide
G (2)νσ = 0,
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donne´es explicitement par
0 = G (1)νσ −
[
1
2
hµρ
(
∂ρ∂νhσµ − ∂ρ∂µhνσ − ∂σ∂νhρµ + ∂σ∂µhνρ
)
+
1
2
ηνσ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
+
1
2
hνσ
(
∂ρ∂αh
ρα − ✷h
)]
+
1
2
(
∂µhαν − ∂αhµν
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
2
ηνσ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+
1
4
(∂νh
µ
α) ∂σh
α
µ +
1
4
ηνσ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
−1
2
(
∂νh
α
σ + ∂σh
α
ν − ∂αhνσ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
, (4.116)
sont e´quivalentes aux e´quations
G
(2)
0σ = 0 (4.117)
G
(2)
ij = 0. (4.118)
Nous allons nous restreindre a` l’e´quation (4.117) qu’on va e´crire sous la forme
G
(1)
0σ +W
(2)
0σ = 0, (4.119)
ou`
W
(2)
0σ = −
[
1
2
hµρ
(
∂ρ∂0hσµ − ∂ρ∂µh0σ − ∂σ∂0hρµ + ∂σ∂µh0ρ
)
+
1
2
η0σ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
+
1
2
h0σ
(
∂ρ∂αh
ρα − ✷h
)]
+
1
2
(
∂µhα0 − ∂αhµ0
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
+
1
2
η0σ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
+
1
4
(∂0h
µ
α) ∂σh
α
µ +
1
4
η0σ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
−1
2
(
∂0h
α
σ + ∂σh
α
0 − ∂αh0σ
)(
∂0h
µ
α −
1
2
∂αh
)
, (4.120)
repre´sente les termes d’ordre 2 du tenseur d’Einstein G (2)0σ .
En adoptant, a` la fois, les conditions de nullite´ de la trace spatiale (4.11) et les composantes
spatiales” de la jauge harmonique (4.10), le premier terme de l’e´quation (4.119) se met sous la
forme
G
(1)
0σ = −
q
2mc
∂µFµσ. (4.121)
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alors que, conforme´ment a` (C.25), le deuxie`me terme (4.120) se met sous la forme
W
(2)
0σ = −
1
2
hij
[
∂j (∂0hσi − ∂ih0σ)− ∂σ (∂0hji + ∂ih0j)
]
−1
2
h0i
[
∂σ
(
∂ih00/2 + ∂jh
j
i
)− ∂0 (∂ih0σ + ∂0hσi) ]
−1
2
η0σ
{
h00
[
✷h00 − 2 ∂0 (∂ρhρ0)+ ∂0∂0h00]+ hij ✷hij
+2 h0i
[
✷h0i + ∂0
(
∂ih00/2
)− ∂i (∂ρhρ0) ]}
−1
2
[(
∂ihj0 − ∂jhi0
)(
∂ih
j
σ +
1
2
∂σh
j
i
)
−
(
∂ih
0
0/2 + ∂jh
j
i
)(
∂0h
i
σ − ∂ih0σ
)]
−1
2
η0σ
(
∂0h00/2 + ∂
ih0i
)2
−1
4
[ (
∂0h
0
0
)
∂σh
0
0 +
(
∂0h
i
j
)
∂σh
j
i + 2
(
∂ih
0
0/2− ∂jhji
)
∂σh
i
0
]
+
1
4
η0σ
{
− 1
2
(
∂0h
00
)2
+
(
∂0h
ks
) [(
∂kh
0
s
)− 3
2
(
∂0hks
)]
+
(
∂0h
k0
) [
2 ∂ih
i
k
]
+
(
∂ih
00
) [−∂ih00 − ∂jhji]+ (∂ihks) [(∂khis)− 32 (∂ihks)
]
+
(
∂ih
k0
) [ (
∂kh
i
0
)
+
(
∂0h
i
k
)− 3 (∂ih0k) ]
}
+
1
2
(
∂0h
0
σ + ∂σh
0
0 − ∂0h0σ
)(
∂0h
0
0 + ∂jh
j
0 −
1
2
∂0h
00
)
. (4.122)
D’apre`s (4.119), (4.121) et (4.122), nous aboutissons finalement a` une e´quation du type( q
m
) 1
2c
∂µFµσ +
( q
m
)2
f (2) = 0 (4.123)
ou` f (2) repre´sente les termes correctifs du second ordre en Aµ, ses de´rive´es et de champs ana-
logues de´finis par les hij .
4.6 Ordres supe´rieurs de la perturbation
De fac¸on analogue a` ce qui a e´te´ fait a` l’ordre 2 de la perturbation, il est possible de de´velopper
le tenseur d’Einstein a` des ordres supe´rieurs pour obtenir
G0σ = −
( q
m
) 1
2c
∂µFµσ −
( q
m
)2
f (2) −
( q
m
)3
f (3) − · · · (4.124)
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ou` f (n) (n = 2, 3, · · · ) repre´sentent les termes correctifs d’ordres n en Aµ, ses de´rive´es et de
champs analogues de´finis par les hij . Les e´quations d’Einstein G0σ = 0, impliquent
1
2c
∂µFµσ +
( q
m
)
f (2) +
( q
m
)2
f (3) + · · · = 0. (4.125)
Les termes line´aires de l’e´quations (4.125) repre´sentent le deuxie`me groupe d’e´quations de
Maxwell, alors que les termes non line´aires sont repre´sente´s par les termes d’ordres supe´rieurs
(q/m)n−1f (n).
4.7 Discussion des re´sultats
Au terme de cette e´tude, nous allons faire quelques remarques et critiques relatives aux
re´sultats obtenus.
4.7.1 La force de Lorentz
La premie`re remarque concerne la loi de Lorentz, obtenue a` partir des e´quations de ge´ode´siques
sans la restriction au re´gime stationnaire, mais pour des vitesses faibles (a` l’ordre v/c). Bien que
la force de Lorentz est, par de´finition, exprime´e a` l’ordre v/c, ne´anmoins pour des vitesses ar-
bitraires, il est facile de voir que l’e´quation de mouvement d’une charge e´lectrique soumise a` la
force de Lorentz ne pourrait jamais eˆtre e´crite sous forme de l’e´quations d’une ge´ode´sique, que si
les composantes de la me´trique ont une de´pendance explicite de la vitesse (Ge´ome´trie de Finsler).
Cette circonstance pose des proble`mes, a` la fois, conceptuels et d’interpre´tation physique : c’est
comme si la me´trique est dote´ d’une me´moire qui lui permet d’eˆtre impre´gne´e des proprie´te´s
dynamiques de la particule ; chaque fois qu’une particule traverse une re´gion de l’espace-temps,
elle provoque une sorte de deformation plastique de la me´trique. Cette circonstance constitue un
se´rieux obstacle au souhait de ge´ne´raliser le Principe d’Equivalence.
Cependant, la force de Lorentz n’est pas fondamentale [80, 81] du fait qu’elle ne permet
pas de rendre compte des effets d’interaction de la charge e´lectrique avec son propre champ
e´lectromagne´tique (self-force) ni du rayonnement e´lectromagne´tique. Peut-eˆtre que la loi comple`te
de´crivant la force e´lectromagne´tique est sous forme d’une ge´ode´sique pour des vitesses arbi-
traires. La question demeure toujours en suspend et ne´cessite plus d’investigations car la possi-
bilite´ d’e´tendre le Principe d’Equivalence est peut-eˆtre relie´e a` elle. Ce qui est suˆr est le fait de
pouvoir montrer que les e´quations de Maxwell sont contenues dans les e´quations de type Einstein
meˆme si la possibilite´ de l’extension du Principe d’Equivalence n’est pas tout a` fait e´lucide´e.
4.7.2 Termes non line´aires
La deuxie`me remarque concerne les termes non-line´aires figurant dans (4.125) et la courbure
de l’espace-temps.
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Pour la gravite´, le rapport q/m est remplace´ par mg/mi, de sorte que l’analogue de l’e´quation
(4.125) pour l’interaction gravitationnelle est
1
2c
∂µFµσ +
(
mg
mi
)
f (2) +
(
mg
mi
)2
f (3) + · · · = 0. (4.126)
L’e´galite´ entre la masse grave et inerte d’un meˆme corps fait que leur rapport posse`de une valeur
constante pour n’importe quelle particule 11 de sorte que (4.127) devient
1
2c
∂µFµσ + f (2) + f (3) + · · · = 0. (4.127)
Il est clair que les termes d’ordre supe´rieurs f (n) demeurent toujours pre´sents, ce qui fait de la
gravite´ une interaction a` caracte`re essentiellement non line´aire.
Dans le cas de l’e´lectromagne´tisme, le rapport q/m ne prend pas la meˆme valeur pour des
particules diffe´rentes. En particulier, en choisissant une particule d’e´preuve de telle sorte que
q → 0 et mi 6= 0, tous les termes d’ordres supe´rieurs dans (4.125) disparaissent. Dans ce cas
(4.125) se re´duit aux e´quations de Maxwell, ∂µFµσ = 0, et l’espace-temps devient minkowskien.
Cette caracte´ristique peut aussi eˆtre ve´rifie´e dans le cas a` syme´trie sphe´rique ou` la solution de
Schwarzschild est utilise´e. Pour ce faire, re´e´crivons l’expression (2.220) pour une particule test
de charge q soumise a` l’action d’une autre charge fixe Q
ξQ(r) = 1− 2K
c2
Q
r
q
mi
. (4.128)
Si q → 0 et mi 6= 0, l’e´quation (4.128) indique que ξQ(r) → 1 et l’espace-temps est minkows-
kien. Nous de´duisons donc que la pre´sence de la charge Q n’est pas une condition suffisante pour
affecter la ge´ome´trie de l’espace-temps ; ce n’est qu’a` travers une interaction entre la source et la
particule test que les termes d’ordres supe´rieurs sont re´ve´le´s de telle sorte a` affecter la me´trique
de l’espace-temps. Cette caracte´ristique constitue l’une des distinctions fondamentales entre les
interactions gravitationnelle et e´lectromagne´tique. Ceci ouvre la voie pour un nouveau concept
de champ permettant de tenir compte des proprie´te´s dynamiques de la particule test.
Nous avons montre´ que l’effet des ces termes d’ordres supe´rieurs est ne´gligeable meˆme dans
le cas des champs intenses, ne´anmoins ces effets deviennent significatifs dans le domaine subato-
mique ou` les masses des particules test sont tre`s petites et les effets quantiques sont dominants.
Ceci expliquerait peut-eˆtre pourquoi l’approche de Barros permet de reproduire correctement le
spectre de l’atome d’hydroge`ne.
4.7.3 La Relativite´ Restreinte De´forme´e
La de´pendance intrigante des champs vis-a`-vis des proprie´te´s de la particule test n’est pas
si e´trange. En effet, dans la Relativite´ Restreinte De´forme´e (DSR), pour garantir l’invariance de
la longueur de Planck, la loi de transformation des coordonne´es [82] doit de´pendre, a` la fois,
de l’impulsion et de l’e´nergie de la particule d’e´preuve, ce qui induit une de´pendance du champ
e´lectromagne´tique, dans le domaine des hautes e´nergies, des proprie´te´s de la particule test [83].
11. Moyenant un choix d’unite´s ade´quat,i lest possible de se ramener au cas ou` mg/mi = 1
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4.7.4 Lien entre la Jauge harmonique et la jauge de Lorentz
La jauge harmonique (3.23) est e´quivalente aux quatre conditions (3.176) et (3.177). Dans
le contexte de la Gravite´ Line´aire reviste´e, nous avons garde´ les composantes ”spatiales” de la
jauge harmonique et substitue´ la composante ”temporelle” par une condition alternative annulant
la trace spatiale de la perturbation de la me´trique (3.178). Dans ce cas, nous avons pu montre´ que
les e´quations d’Einstein se re´duisent, au premier ordre de la perturbation, a` des e´quations de type
Maxwell.
De plus, nous avons montre´ que la condition de trace spatiale nulle n’est qu’une condition
ne´cessaire pour que la composante ”temporelle” (3.177) se re´duise a` la condition de Lorentz
∂µAµg = 0. Dans ce cas, pour avoir en plus des e´quations de propagation de´couple´es pour les
potentiels φg et
−→A g il ne reste qu’a` adopter la composante temporelle de la jauge harmonique.
4.7.5 Proble`me d’invariance de jauge des termes supe´rieurs
L’un des proble`mes inhe´rents a` l’approche perturbative des e´quations d’Einstein est que les
corrections perturbatives, au dela` du premier ordre, ne satisfont plus l’exigence d’invariance de
jauge [78]. En effet, il est facile de se convaincre que le tenseur de Riemann, exprime´ a` l’ordre
2 de la perturbation, n’est pas invariant sous la transformation de jauge (3.19) ; autrement dit la
variation
δRµνρσ = R
(2) ′
µνρσ(x
β)− R(2)µνρσ(xβ)
n’est pas nulle, contrairement a` la variation (3.21) calcule´e au premier ordre.
Ce proble`me d’invariance de jauge pose des proble`mes d’interpre´tation physique des correc-
tions perturbatives, a` partir de l’ordre 2, car elles ne sont pas inde´pendantes du re´fe´rentiel de
coordonne´es (c’est comme si elles sont calcule´es pour un re´fe´rentiel particulier).
Nous pensons que ce proble`me trouve son origine dans le fait que la transformation de jauge
(3.19) est exprime´e exclusivement au premier ordre de la perturbation. Il va falloir penser a`
ge´ne´raliser cette transformation de jauge aux ordre supe´rieurs de la perturbation.
4.7.6 Absorption de l’action du champs e´lectromagne´tique agissant sur
une charge e´lectrique dans la me´trique de l’espace-temps
En vertu du nouveau Principe d’Equivalence, e´tendu a` l’interaction e´lectro-magne´tique, il est
toujours possible d’effectuer une transformation de coordonne´es pour se ramener a` un re´fe´rentiel
ou` l’effet du champ e´lectromagne´tique sur une charge e´lectrique est annule´. Dans ce qui suit,
nous allons effectuer un calcul dans lequel on va absorber dans le me´trique l’action du champ
e´lectromagne´tique sur une charge e´lectrique, de fac¸on a` voir la charge comme une particule libre
astreinte a` se de´placer suivant des ge´ode´siques.
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Approximation des champs et vitesses faibles
Le lagrangien d’une particule de masse m et de charge e´lectrique q, soumise a` un champ
e´le´ctromagne´tiqueAµ(φ/c,−→A), est donne´ par
L = −mc2
√
1−
−→v 2
c2
+ q
−→A .−→v − q φ. (4.129)
Son action est
S =
∫ (
−mc2
√
1−
−→v 2
c2
+ q
−→A .−→v − q φ
)
dt. (4.130)
L’objectif que nous nous fixons est d’exprimer (4.130) sous la forme d’une action pour une
particule libre
S = −mc
∫
ds (4.131)
ou` ds repre´sente l’intervalle infinite´simal
ds2 = gµν dx
µ dxν = g00
(
dx0
)2
+ 2 g0i dx
0 dxi + gij dx
i dxj . (4.132)
En effet, (4.130) peut se mettre sous la forme
S = −mc
∫ (
c
√
1−
−→v 2
c2
− q
mc
−→A .−→v + q
mc
φ
)
dt, (4.133)
de sorte qu’au lieu de conside´rer la charge´ e´lectrique comme soumise a` l’action d’un champ
e´lectromagne´tique exte´rieur, il est possible de la voir comme une particule libre astreinte a` suivre
des ge´ode´siques de´finies par l’intervalle
ds =
(
c
√
1−
−→v 2
c2
− q
mc
−→A .−→v ,+ q
mc
φ
)
dt (4.134)
autrement dit, l’action du champ e´lectromagne´tique sur la particule charge´e est ”absorbe´e” dans
la me´trique.
Dans le cadre de l’approximation des champs et vitesses faibles, nous avons
ds =
[
c
(
1− 1
2
v2
c2
+O(v4/c4)
)
− q
mc
−→A .−→v + q
mc
φ
]
dt
ds ≈
(
c− v
2
2c
+
λ
c
)
dt (4.135)
ou` λ = q
m
(
φ−−→A .−→v
)
.
En e´levant au carre´ l’expression pre´ce´dente du carre´ d’intervalle, tout en ne´gligeant les termes
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supe´rieurs a` l’ordre v2/c2
ds2 ≈
(
c− v
2
2 c
+
λ
c
)2
dt2
≈ (c2 + 2 λ) dt2 − v2 dt2
≈
(
c2 + 2
q
m
φ
)
dt2 − 2 q
m
−→A .−→v dt2 − dx2 − dy2 − dz2
≈
(
1 + 2
q φ
mc2
)
(c dt)2 − 2 q
m
(
Ax dx
dt
+Ay dy
dt
+Az dz
dt
)
dt2 − dx2 − dy2 − dz2
≈
(
1 + 2
q φ
mc2
)
(c dt)2 + 2
q
mc
Ai dxi (c dt)−
(
dx1
)2 − (dx2)2 − (dx3)2 ,
nous aboutissons a` l’expression 12
ds2 ≈
(
1 + 2
q φ
mc2
)
(dx0)2 + 2
q
mc
Ai dxi dx0 −
(
dx1
)2 − (dx2)2 − (dx3)2 (4.136)
L’identification membre a` membre de (4.132) et (4.136), permet de retrouver les expressions des
composantes de la me´trique en fonction des potentiels e´lectromagne´tiques
g00 = 1 + 2
q φ
mc2
(4.137)
g0i =
qAi
mc
(4.138)
g11 = −1 (4.139)
g22 = −1 (4.140)
g33 = −1. (4.141)
En conside´rant la me´trique comme une perturbation de la me´trique de Minkowski
gµν = ηµν + hµν
nous de´duisons finalement les expressions des perturbations
h00 = 2
q φ
mc2
≪ 1 (4.142)
h0i =
qAi
mc
≪ 1 (4.143)
hij = 0. (4.144)
Il faut remarquer que ces e´quations sont conformes aux de´finitions (4.1), (4.2) et que hii = 0.
12. noter que A1 = Ax doncA1 = −Ax, · · ·
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Approximation des champs faibles pour des vitesses quelconques
Dans ce qui suit nous allons reprendre la meˆme de´marche pre´ce´dente, a` la seule diffe´rence
qu’aucune restriction sur la vitesse ne sera introduite ; seule l’approximation du champ faible est
utilise´e.
Reprenons l’expression de l’intervalle infinite´simal (4.134), que nous e´crivons sous forme
condense´e
ds = c
√
1−
−→v 2
c2
dt− q
mc
Aµdxµ (4.145)
ou` dxµ = (dx0, dx1, dx2, dx3) et
Aµ dxµ = ηµν Aµ dxν
= η00A0 dx0 + ηij Ai dxj
=
φ
c
(c dt)−−→A .−→v dt
= φ dt−−→A .−→v dt. (4.146)
Isolons le terme contenant la racine carre´e dans (4.145)
c
√
1−
−→v 2
c2
dt = ds+
q
mc
Aµ dxµ.
et e´levons au carre´ (la premie`re fois) pour obtenir
c2
(
1−
−→v 2
c2
)
dt2 = ds2 +
q2
m2c2
AµAν dxµ dxν + 2 q
mc
Aµ dxµ ds
c2 dt2 − (dx1)2 − (dx2)2 − (dx3)2 = gµν dxµ dxν + q
2
m2c2
AµAν dxµ dxν + 2 q
mc
Aµ dxµ ds
ηµν dx
µ dxν = gµν dx
µ dxν +
q2
m2c2
AµAν dxµ dxν + 2 q
mc
Aµ dxµ ds.
(4.147)
Isolons a` pre´sent le terme contenant ds dans (4.147)
2
q
mc
Aµ dxµ ds = ηµν dxµ dxν − gµν dxµ dxν − q
2
m2c2
AµAν dxµ dxν
=
(
ηµν − gµν − q
2
m2c2
AµAν
)
dxµ dxν
et e´levons au carre´ (la deuxie`me fois) pour avoir
4
q2
m2c2
AµAνdxµdxνds2 =
(
ηµν − gµν − q
2
m2 c2
AµAν
)(
ηρσ − gρσ − q
2
m2c2
AρAσ
)
dxµdxνdxρdxσ.
(4.148)
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En tenant compte de (4.134) tout en de´veloppant le second membre de (4.148), nous obtenons
4
q2
m2c2
AµAν gρσ dxµ dxν dxρ dxσ =
(
ηρσ ηρσ + gρσ gρσ +
q4
m4c4
AµAν AρAσ − 2 gµνηρσ
−2 q
2
m2c2
AµAν ηρσ + 2 q
2
m2c2
AµAν gρσ
)
dxµ dxν dxρ dxσ.
En regroupant les termes[
q4
m4c4
AµAνAρAσ − 2 q
2
m2c2
AµAν (gρσ + ηρσ) + (gρσgρσ + ηρσηρσ − 2 gµνηρσ)
]
dxµdxνdxρdxσ = 0
et apre`s simplification, nous aboutissons a` l’expression[
q4
m4c4
AµAν AρAσ − 2 q
2
m2c2
AµAν (gρσ + ηρσ) + (gµν − ηµν) (gρσ − ηρσ)
]
dxµ dxν dxρ dxσ = 0.
(4.149)
Le de´veloppement explicite des termes de (4.149) permet d’aboutir finalement a` l’expression
0 = (dx0)4
{
q4
m4c4
(A0)4 − 2 q
2
m2c2
(A0)2
(
g00 + 1
)
+
(
g00 − 1
)2}
+(dx0)3dxi
{
q4
m4c4
(A0)3Ai − 2 q
2
m2c2
[
2 (A0)2 g0i + 2A0Ai
(
g00 + 1
)]
+ 4 g00 gi0
}
+(dx0)2dxidxj
{
6 q4
m4c4
(A0)2AiAj − 2 q
2
m2c2
[
(A0)2
(
gij + ηij
)
+ 4A0Ai(g0i)
+AiAj
(
g00 + 1
)]
+
[
2
(
gij − ηij
)(
g00 − 1
)
+ 4 gi0 g0j
]}
+dx0dxidxjdxk
{
4 q4
m4c4
(A0AiAjAk)− 2 q
2
m2c2
[
2A0Ai
(
gjk + ηjk
)
+ 2AiAj g0k
]
+3 g0i gjk
}
+dxidxjdxkdxl
{
q4
m4c4
(AiAjAkAl)− 2 q
2
m2c2
AiAj
(
gkl + ηkl
)
+
(
gij − ηij
)(
gkl − ηkl
)}
.
(4.150)
Dans ce qui suit nous allons exploiter le fait que les dxµdxνdxρdxσ soient inde´pendants, ce qui
implique que les coefficients de proportionnalite´ soient identiquement nuls.
a. Pour µ = ν = ρ = σ = 0
q4
m4c4
(A0)4 − 2 q
2
m2c2
(A0)2
(
g00 + 1
)
+
(
g00 − 1
)2
= 0 (4.151)
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Pour de´terminer A0 = A0(g00), calculons le discriminant△ = 16 q4m4c4 g00, pour avoir
(A0)2 = m
2c2
q2
(
1 + g00 ± 2√g00
)
(4.152)
Le choix de la solution est conditionne´ a` l’exigence de la convergence asymptotique de la
me´trique a` celle de Minkowski tre`s loin des charges, autrement dit,
g00 −→ 1 =⇒ A0 −→ 0
ainsi
(A0)2 = m
2c2
q2
(
1 + g00 − 2√g00
)
. (4.153)
A l’approximation du champ faible g00 ≈ 1 + h00 ou` h00 ≪ 1, nous avons
(A0)
2 ≈ m
2c2
q2
(
1 + (1 + h00)− 2
√
1 + h00
)
≈ m
2c2
q2
{
2 + h00 − 2
[
1 +
h00
2
− 1
8
(h00)
2 + · · ·
]}
≈ m
2c2
4 q2
(h00)
2
⇒ A0 ≈ mc
2 q
h00
⇔ h00 ≈ 2 q
mc
A0 ≃ 2 q
mc
(
φ
c
)
Finalement
h00 ≈ 2 q φ
mc2
. (4.154)
Soulignos que ce re´sultat a e´te´ obtenu dans le cadre de l’approximation du champ faible et aucune
approximation sur la vitesse n’a e´te´ adopte´e (valable a` des vitesses e´leve´es).
b. Pour µ = ν = ρ = σ = i
q4
m4c4
(Ai)4 − 2 q
2
m2c2
(Ai)2
(
gii − 1
)
+
(
gii + 1
)2
= 0 (4.155)
Pour de´terminer Ai = Ai(gii), le calcul du discriminant△ = − 16 q4m4c4 gii > 0, permet d’avoir
(Ai)2 = m
2c2
q2
(
− 1 + gii ± 2
√−gii
)
(4.156)
Pour choisir la solution exigeons que
gii −→ −1 =⇒ Ai −→ 0
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de sorte que
(Ai)2 = m
2c2
q2
(
− 1 + gii + 2
√−gii
)
(4.157)
A l’approximation du champ faible, gii ≈ −1 − hii ou` hii ≪ 1, nous avons
(Ai)2 ≈ m
2c2
q2
[
− 1 + (−1− hii) + 2
√
−(−1 − hii)
]
≈ m
2c2
q2
{
−2− hii + 2
[
1 +
hii
2
+
1
8
(hii)
2 + · · ·
]}
≈ m
2c2
4 q2
(hii)
2.
ce qui conduit finalement a`
Ai ≈ mc
2 q
hii. (4.158)
Ce re´sultat semble en contradiction avec l’exigence d’annuler la trace spatiale h11 + h22 + h33.
Il est tre`s instructif de reprendre la meˆme de´marche pre´ce´dente pour l’interaction gravitaion-
nelle. Dans ce cas, les meˆmes proble`mes pre´ce´dents persistent.
Conclusion
– Finalement nous nous rendons compte qu’il y a une incompatibilite´ entre la force de Lo-
rentz et l’e´quation des ge´ode´siques pour des vitesses quelconques (pre´cise´ment aux vi-
tesses e´leve´es). Le dilemme est que la force de Lorentz est par de´finition une force e´crite a`
l’ordre v/c, auquel nous nous sommes restreints.
– Il semble que la me´thode propose´e, sense´e eˆtre valable a` n’importe quelle vitesse, com-
porte des insuffisances qui conduisent a` des contradictions meˆme pour le cas de la gravita-
tion.
– Les deux approximations du champ faible et des faibles vitesses sont e´troitement lie´es
et ne peuvent pas eˆtre envisage´es se´pare´ment. Dans ce cas, les champs faibles agissent
sur la particule test de sorte qu’elle ne puisse eˆtre acce´le´re´e pour atteindre des vitesses
importantes.
– Pour pouvoir s’inte´resser a` des vitesses e´leve´es, l’approximation du champ faible ne sera
plus valable. Il faut envisager les e´quations d’Einstein sans le moindre recours a` une quel-
conque approximation en conside´rant aussi le cas inte´rieur a` la source du champ.
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Cette The`se s’inscrit dans l’effort d’unification des interactions fondamentales. Dans le but de
fournir une description ge´ome´trique unifie´e des interactions gravitationnelle et e´lectromagne´tique,
nous nous sommes appuye´s sur deux contributions ante´rieures
– La formulation de P. Huei [76] de la Gravite´ Line´aire, dans laquelle les e´quations d’Ein-
stein line´arise´es se re´duisent a` des e´quations de Type Maxwell. Une analyse de cette
approche a re´ve´le´ quelques imperfections, notamment la restriction de l’e´tude, a` la fois,
au re´gime stationnaire et a` la jauge harmonique ainsi que l’apparition d’un facteur 4
inde´sirable au niveau de la partie magne´tique de la force de Type Lorentz.
– L’approche de C.C. Barros [72, 73, 74] ou` l’atome d’hydroge`ne est de´crit de fac¸on tout
a` fait ine´dite. En effet, au lieu d’introduire l’interaction coulombienne a` laquelle est sou-
mis l’e´lectron par la de´marche habituelle qui consiste a` appliquer une transformation, dite
de couplage minimal, sur l’e´quation de Dirac libre, l’auteur adopte plutoˆt une de´marche
qui consiste a` choisir une me´trique similaire a` celle de Schwarzschild dans laquelle il in-
corpore l’interaction e´lectrostatique ”proton-e´lectron” de fac¸on analogue a` ce qui se fait
en RG pour la gravite´. Dans le cadre de l’approximation du champ faible (l’e´nergie po-
tentielle conside´re´e est ne´gligeable devant l’e´nergie au repos de l’e´lectron), le potentiel
d’ineraction reprend sa place habituelle dans l’e´quation d’onde, conduisant ainsi au meˆme
spectre d’e´nergie relativiste pre´vu par la The´orie de Dirac.
L’analyse de l’approche de Barros nous a incite´ a` admettre l’existence d’une version e´lectro-
magne´tique des e´quations d’Einstein d’une part, et d’autre part, a` explorer les possibilite´s d’e´tendre
le Principe d’Equivalence a` l’interaction e´lectromagne´tique. En s’inte´ressant au cadre de validite´
du principe d’Equivalence, nous avons remarque´ que la notion de localite´, telle qu’elle est ex-
ploite´e mathe´matiquement dans le formalisme de la RG, n’est rigoureusement exacte qu’en la
re´duisant a` un point. Ainsi se pre´sente la possibilite´ d’e´tendre le Postulat d’Equivalence a` toutes
les interactions fondamentales, car en un point donne´, il est possible d’annuler l’action de n’im-
porte quel champ moyennant une transformation de coordonne´es ade´quate.
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Ce rapprochement entre l’e´lectromagne´tisme et la gravite´ nous incite a` re´examiner la Gravite´
Line´aire, qui permet aux e´quations d’Einstein de prendre la meˆme forme que celles de Maxwell.
Ne´anmoins, certaines imperfections nous empeˆchent d’avoir une analogie parfaite. Ces insuffi-
sances se re´sument comme suit :
1. Dans l’approche de Huei, les e´quations d’Einstein se re´duisent, dans le cadre de l’approxi-
mation du champ faible, a` des e´quations de type Maxwell, mais avec une de´finition du
champ gravitoe´lectrique valable uniquement dans le cas particulier de la jauge harmo-
nique. De plus, la partie magne´tique de la force gravitationnelle agissant sur une particule
test, astreinte a` se de´place suivant des ge´ode´siques, est entache´e d’un facteur 4 inde´sirable.
En dernier lieu, la force type magne´tique n’est obtenue qu’en se limitant au re´gime sta-
tionnaire.
2. Dans l’approche de Carroll, les champs sont de´finis de telle sorte a` re´soudre le proble`me
relatif au facteur 4 inde´sirable de la force gravitationnelle de type Lorentz, ne´anmoins, les
e´quations d’Einstein ne prennent plus la forme d’e´quations de type Maxwell.
Dans le but de reme´dier a` tous ces proble`mes, nous avons proce´de´ par les e´tapes suivantes
1. Identification des composantes h00 et h0i de la me´trique de la perturbation, respectivement
par les potentiels scalaire et vecteur.
2. De´finition des champs gravitoe´lectrique Eig et gravitomagne´tique Big, par l’interme´diaire
du tenseur antisyme´trique Fµνg = ∂µAνg − ∂νAµg . Nous avons montre´ que les de´finitions
adopte´es sont e´quivalentes a`
−→
Eg = −−→∇φg − ∂t−→A g−→
Bg =
−→∇ ×−→Ag,
inde´pendamment de la jauge utilise´e.
3. Nous avons montre´ que les champs gravitationnels, dans le domaine line´aire, ve´rifient des
e´quations de type Maxwell
(a) Le premier groupe des e´quations type Maxwell
∂σFµνg + ∂νFσµg + ∂µFνσg = 0 ⇐⇒

div −→Bg = 0
rot
−→
Eg = −∂
−→
Bg
∂t
est automatiquement ve´rifie´ compte tenu du caracte`re antisyme´trique de Fµνg et de la
commutation des ope´rateurs de´rive´es.
(b) Pour retrouver le deuxie`me groupe des e´quations type Maxwell
∂µFµνg = 0 ⇐⇒

div −→Eg = 0
rot
−→
Bg =
1
c2
∂
−→
Eg
∂t
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nous avons adopte´ un point de vue quelque peu diffe´rent de l’approche standard. En
effet, au lieu d’utiliser toutes les conditions de la jauge harmonique, nous avons ex-
ploite´ les trois composantes ”spatiales” et nous avons substitue´ la composante ”tem-
porelle” par la condition alternative de trace spatiale nulle
hii = 0.
Dans ce cas, nous avons pu montrer la relation G0ν ≈ − 1
2c
∂µFµνg qui nous permet de
conclure que les e´quations d’Einstein dans le vide se re´duisent au deuxie`me groupe
d’e´quations type Maxwell
G0ν = 0 =⇒ ∂µFµνg = 0.
(c) L’interpre´tation la plus plausible, a` notre sens, de la condition de nullite´ de la trace
spatiale hii = 0, ou de fac¸on e´quivalente h = h00, est que cette condition est
ne´cessaire pour que la jauge de Lorentz, ∂µAµg = 0, soit contenue dans la compo-
sante ”temporelle” de la jauge harmonique.
Dans ce cas, apre`s avoir retrouve´ les e´quations de Maxwell, il est ainsi possible
d’adopter la composante temporelle de la jauge harmonique (jauge de Lorentz), dans
le but de de´coupler les e´quations de propagation des potentiels scalaire et vectoriel
✷Aµg = µ0 Jµ.
Nous avons e´galement attire´ l’attention sur la possibilite´ d’avancer d’autres interpre´t-
ations potentielles de la condition de trace nulle hii = 0
– Elle peut eˆtre vue comme l’adoption d’un syste`me de coordonne´es particulier dans
lequel la perturbation de la me´trique prend une forme particulie`re. Une telle in-
terpre´tation enle`verait le caracte`re de ge´ne´ralite´ a` cette approche car elle serait
valable uniquement dans un re´fe´rentiel particulier.
– Elle peut eˆtre vue comme la pre´ponde´rance de la composante temporelle h00 sur
les composantes spatiales hii. Cette pre´ponde´rance peut s’expliquer par exemple
par le fait d’avoir de fac¸on individuelle h00 ≫ h11, h00 ≫ h22 et h00 ≫ h33, ce qui
impliquerait que h = h00 − (h11 + h22 + h33) ≈ h00. Dans ce cas, quel serait le
raison profonde de la petitesse des composantes hii par rapport a` h00 ?
Pour ce qui est des degre´s de liberte´ supple´mentaires hij , nous pensons qu’ils ne
ve´rifient pas seulement la condition de champ faible hij ≪ 1, mais qu’ils sont
ne´gligeables devant les h0µ (utilise´s pour de´finir Aµg ) de telle sorte que leurs effets
ne soient pas de´tecte´s dans le domaine linee´aire. On a vu que dans le cadre de la
jauge harmonique, les hij = hij − ηij h/2, se propagent a` la vitesse de la lumie`re a`
l’exte´rieur de la source.
4. Nous avons montre´ qu’une particule d’e´preuve, astreinte a` se de´placer suivant des ge´ode´siques,
est soumise a` une force gravitationnelle de type Lorentz
d2−→r
dt2
≈
[−→
E g +
(−→v ×−→Bg)].
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Ce re´sultat a e´te´ obtenu, pour des champs faibles et pour des vitesses d’ordre v/c, sans
aucune restriction au re´gime stationnaire et sans le facteur 4 inde´sirable dans la partie
magne´tique qui apparaıˆt dans la version standard.
Nous avons ensuite applique´ l’approche de la Gravite´ Line´aire revisite´e a` l’interaction e´lectro-
magne´tique. Nous avons montre´ que le champ e´lectromagne´tique est de´crit par des e´quations de
Type Einstein qui se re´duisent, dans le cas line´aire aux e´quations de Maxwell. De plus, en pous-
sant l’etude perturbative jusqu’au deuxie`me ordre, des corrections aux e´quations de Maxwell
ont pu eˆtre apporte´es. Finalement, nous avons montre´ que les termes d’ordres supe´rieurs sont
ne´gligeables dans le domaine usuel d’application de l’e´lectromagne´tisme et nous avons montre´
que l’e´quation des ge´ode´siques se re´duit, dans le cas des vitesses faible, a` l’e´quation de mouve-
ment d’une charge e´lectrique soumise a` la force de Lorentz.
Nous avons termine´ notre e´tude par quelques discussions et critiques que nous pouvons
re´sumer comme suit :
1. La force de Lorentz a e´te´ obtenue sans restriction au re´gime stationnaire mais en ne´gligeant
les termes supe´rieurs a` v2/c2. Nous avons attire´ l’attention sur le fait que la restriction
aux faibles vitesses, bien qu’elle constitue un point faible de cette nouvelle approche, est
suffisante pour de´terminer la partie magne´tique proportionnelle a` v/c. Pour des vitesses
arbitraires il est ne´cessaire de faire de´pendre la me´trique explicitement de la vitesse de la
particule test, ce qui conduit a` utiliser une ge´ome´trie de Finsler au lieu de celle de Riemann.
Nous avons aussi souligne´ le fait que la force de Lorentz ne permet pas de tenir compte
des phe´nome`nes de self-interaction et de rayonnement de la charge e´lectrique qui sont
incompatibles avec le Principe d’Equivalence.
2. L’e´tude qualitative des termes non line´aires des e´quations type Einstein nous a permis
de souligner une diffe´rence fondamentale entre la gravite´ et l’e´lectromagne´tisme. En ef-
fet, alors que pour la gravite´ l’e´galite´ entre la masse grave et inerte d’un meˆme corps fait
que les termes d’ordre supe´rieurs demeurent toujours pre´sents et ne peuvent eˆtre ne´glige´s,
ce qui fait de la gravite´ une interaction a` caracte`re essentiellement non line´aire, dans le
cas de l’e´lectromagne´tisme, le rapport q/m ne prend pas la meˆme valeur pour des parti-
cules diffe´rentes. En particulier, en choisissant une particule d’e´preuve de telle sorte que
q → 0 et mi 6= 0, tous les termes d’ordres supe´rieurs disparaissent pour donner lieu aux
e´quations de Maxwell, ∂µFµσ = 0, et l’espace-temps devient minkowskien. Contrairement
a` la gravite´, la pre´sence d’une charge Q n’est pas une condition suffisante pour affecter la
ge´ome´trie de l’espace-temps ; ce n’est qu’a` travers une interaction entre la source et la
particule test que les termes d’ordres supe´rieurs sont re´ve´le´s de telle sorte a` affecter la
me´trique de l’espace-temps. Cette caracte´ristique constitue l’une des distinctions fonda-
mentales entre les interactions gravitationnelle et e´lectromagne´tique. Ceci ouvre la voie a`
une nouvelle conception du champ permettant de tenir compte des proprie´te´s dynamiques
de la particule test. En e´lectromagne´tisme, nous avons aussi montre´ que l’effet des termes
d’ordres supe´rieurs est ne´gligeable meˆme dans le cas des champs intenses, mais que leurs
effets deviennent significatifs dans le domaine subatomique ou` les masses des particules
sont tre`s petites et les effets quantiques dominants. Ceci pourrait expliquer pourquoi l’ap-
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proche de Barros permet de reproduire correctement le spectre de l’atome d’hydroge`ne.
3. Nous avons attire´ l’attention sur le fait que la de´pendance intrigante des champs vis-a`-vis
des proprie´te´s de la particule test est de´ja` signale´e en Relativite´ Restreinte De´forme´e (DSR)
ou` la loi de transformation des coordonne´es [82] doit de´pendre, a` la fois, de l’impulsion et
l’e´nergie de la particule d’e´preuve. Ceci induit une de´pendance du champ e´lectromagne´tique,
dans le domaine des hautes e´nergies, des proprie´te´s de la particule test [83].
4. Dans le contexte de la Gravite´ Line´aire reviste´e, nous avons pu montre´ que les e´quations
d’Einstein se re´duisent, au premier ordre de la perturbation, aux e´quations de Maxwell.
De plus, nous avons montre´ que la condition de trace spatiale nulle n’est qu’une condi-
tion ne´cessaire pour que la composante ”temporelle” se re´duise a` la condition de Lorentz
∂µAµ = 0. Dans ce cas, pour avoir en plus des e´quations de propagation de´couple´es pour
les potentiels φ et −→A il ne reste qu’a` adopter la composante temporelle de la jauge harmo-
nique.
5. Nous avons signale´ le proble`me de non respect du principe d’invariance de jauge pour
les termes d’ordres supe´rieurs [78]. Ce proble`me pose des proble`mes d’interpre´tation phy-
sique des corrections perturbatives, a` partir de l’ordre 2, car elles ne sont pas inde´pendantes
du re´fe´rentiel de coordonne´es. Nous pensons que ce proble`me trouve son origine dans le
fait que la transformation de jauge est exprime´e exclusivement au premier ordre de la per-
turbation et qu’il va falloir penser a` ge´ne´raliser cette transformation aux ordre supe´rieurs
de la perturbation.
6. En essayant d’absorber l’effet du champs e´lectromagne´tique agissant sur une charge e´lectrique
dans la me´trique de l’espace-temps, nous nous sommes rendu compte que cela n’est pos-
sible qu’en se limitant aux faibles vitesses. Cette circonstance pourrait trouver son ori-
gine dans le fait que les deux approximations des champs faibles et de vitesses faibles ne
peuvent pas eˆtre envisage´es de fac¸on inde´pendantes, ce qui nous oblige a` adopter le point
de vue selon lequel : il faut se placer dans le cas ou` les champs sont suffisamment faibles
pour que les particules test ne peuvent pas eˆtre acce´le´re´es a` des vitesses importantes. De
meˆme, l’absorption de l’interaction de la charge e´lectrique avec son propre champ (self-
interaction), n’est pas e´galement e´vidente.
Malgre´ la grande similitude dans la description des interactions gravitationnelle et e´lectromagne´tique,
rendue possible graˆce a` cette nouvelle approche, il n’en demeure pas que des diffe´rences fonda-
mentales sont signale´es :
1. En premier lieu, rappelons que contrairement au champ e´lectromagne´tique, ge´ne´re´ par
deux sortes de charges e´lectriques, le champ de gravitation n’est ge´ne´re´ que par une seule
cate´gorie de charge : la masse (ou bien l’e´nergie). Il faut savoir que le champ gravitationnel
”ressent” toujours la pre´sence des masses alors que le champ e´lectromagne´tique n’interagit
pas avec les corps neutres ; cette circonstance fait que les effets magne´tiques d’ordres v2/c2
sont facilement de´tectables en se plac¸ant dans des cas ou` le champ e´lectrique est nul, alors
que les effets gravitomagne´tiques, toujours du meˆme ordre, sont plus difficiles a` de´tecter
car il n’est pas possible d’annuler l’effet du champ gravoe´lectrique [116].
170
chapitre 5 Conclusion ge´ne´rale
2. Le rayonnement e´lectromagne´tique est duˆ a` la variation du moment quarupolaire alors que
le rayonnement e´lectromagne´tique est de nature dipolaire [78].
3. L’effet du champ de gravitation sur les proprie´te´s de l’espace-temps est plus important que
celui du champ e´lectromagne´tique.
4. Contrairement a` la gravite´, la pre´sence d’une charge e´lectrique (source du champ) n’est pas
une condition suffisante pour affecter la me´trique de l’espace-temps ; c’est a` travers une
interaction du champ e´lectromagne´tique et d’une charge e´lectrique test que la structure de
l’espace-temps est affecte´e.
5. Les proprie´te´s de l’espace-temps sont inde´pendantes des particules d’e´preuve qui subissent
l’action du champs gravitationnel ; autrement dit, il n’y a qu’une seule sce`ne pour toutes
les masses, alors que les proprie´te´s du champ e´lectromagne´tique sont lie´es aux proprie´te´s
des charges e´lectriques avec lequel elles interagissent.
6. L’e´galite´ des masses pesante et inerte fait que les termes d’ordres supe´rieurs sont toujours
pre´sents pour la gravitation ce qui fait d’elle une interaction a` caracte`re non line´aire, i.e.
de´crite par une e´quation non line´aire. Par contre, pour l’e´lectromagne´tisme, les termes
d’ordres supe´rieurs ne sont nuls que s’il n’y a pas de charge e´lectrique test dont l’inter-
action avec le champ va conduire a` affecter la structure de l’espace-temps. Il faut no-
ter que meˆme pour des champs conside´re´s comme tre`s e´leve´s actuellement, ces termes
supe´rieurs demeurent ne´gligeables par rapports aux termes du premier ordre, ce qui fait
de l’e´lectromagne´tisme une interaction a` caracte`re essentiellement line´aire, de´crite par les
e´quations de Maxwell, alors que l’effet de ces termes ne peut plus eˆtre ne´glige´ dans le cas
des particules subatomiques ou` les effets quantiques sont dominants.
Au terme de cette investigation ou` une nouvelle reinterpretation des e´quations d’Einstein a e´te´
propose´e pour e´tudier d’autres interactions fondamentales que la gravite´ ; les e´quations de Max-
well pouvaient eˆtre de´duites a` partir d’une nouvelle version des e´quations d’Einstein et l’effet du
champ e´lectromagne´tique, de manie`re similaire a` la gravite´, peut eˆtre de´crit directement a` partir
de la me´trique de l’espace-temps sans a` avoir a` l’introduire comme champ exte´rieur. Ne´anmoins,
plusieurs questions restent en suspens et ne´cessitent plus d’investigations. En guise de perspec-
tives, plusieurs pistes peuvent eˆtre envisage´es
1. Essayer de s’inte´resser aux effets quantiques afin de comprendre les re´sultats de Barros.
2. Etudier les phe´nome`nes de rayonnement et de self-interaction e´lectromagne´tiques par le
biais des e´quations non line´aires et essayer d’exploiter l’analogie entre l’e´lectromagne´tisme
et la gravite´ pour e´tudier les ondes gravitationnelles.
3. A long terme, s’inte´resser aux possibilite´s d’interpre´tation ge´ome´trique des interactions
faible et nucle´aire forte (de´ja` jumele´es avec l’interaction e´lectromagne´tique).
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Chapitre A
Transformation de jauge des composantes
du tenseur de perturbation
Dans cette annexe, nous allons voir comment se transforment les composantes φ, ωi, ψ et les
Sij du tenseur de perturbation via la transformation de jauge (3.130).
A.1 Transformation du φ
D’apre`s (3.130) et (3.100), nous de´duisons
h00 −→ h00 − ∂0ξ0 − ∂0ξ0(
2φ/c2
) −→ (2φ/c2)− 2 ∂0ξ0
la transformation du potentiel scalaire
φ −→ φ− c2 ∂0ξ0. (A.1)
A.2 Transformation des ωi
D’apre`s (3.130) et (3.101), nous de´duisons
h0i −→ h0i − ∂0ξi − ∂iξ0
(−ωi/c) −→ (−ωi/c)− (∂0ξi + ∂iξ0)
la transformation des composantes du potentiel vecteur
ωi −→ ωi + c (∂0ξi + ∂iξ0) . (A.2)
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A.3 Transformation du ψ
D’apre`s (3.130) et (3.103)
hij −→ hij − (∂iξj + ∂jξi)
δij hij −→ δij hij − δij (∂iξj + ∂jξi)
6ψ −→ 6ψ + ηij (∂iξj + ∂jξi)
6ψ −→ 6ψ + 2 ∂iξi
nous retrouvons finalement la transformation de la trace spatiale de perturbation
ψ −→ ψ + 1
3
∂iξ
i. (A.3)
A.4 Transformation des Sij
D’apre`s (3.104) et (3.103) il vient que
Sij = −1
2
hij + δij ψ. (A.4)
Conforme´ment a` (3.130), nous avons d’une part
− 1
2
hij −→ −1
2
hij +
1
2
(∂iξj + ∂jξi) , (A.5)
et d’autre part
δij ψ −→ δij
(
ψ +
1
3
∂kξ
k
)
δij ψ −→ δij ψ + 1
3
∂kξ
k δij , (A.6)
alors, nous de´duisons que(
−1
2
hij + δij ψ
)
−→
[
−1
2
hij +
1
2
(∂iξj + ∂jξi)
]
+
[
δij ψ +
1
3
∂kξ
k δij
]
,(
−1
2
hij + δij ψ
)
−→
(
−1
2
hij + δij ψ
)
+
1
2
(∂iξj + ∂jξi) +
1
3
∂kξ
k δij , (A.7)
En tenant compte de (A.4), nous aboutissons finalement a` la transformation
Sij −→ Sij + 1
2
(∂iξj + ∂jξi) +
1
3
∂kξ
k δij, (A.8)
de la partie a` trace nulle de la perturbation.
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Chapitre B
De´finition de le jauge transverse
En pratique, fixer une jauge revient a` de´terminer les quatre composantes de ξµ figurant dans
la transformation
x
′ µ = xµ + ξµ, (B.1)
autrement dit, imposer quatre relations pour de´terminer ξ0 et ξi = (ξ1, ξ2, ξ3).
B.1 Fixation de ξi = (ξ1, ξ2, ξ3)
Le but est d’effectuer la transformation de coordonne´es (B.1) de telle sorte a` imposer aux Sij
d’eˆtre spacialement transverses
∂iSij = 0, (B.2)
dans le nouveau syste`me de coordonne´es.
D’apre`s (A.8) nous de´duisons que
Sij −→ Sij + 1
2
(∂iξj + ∂jξi) +
1
3
∂kξ
k δij
=⇒ ∂iSij −→ ∂iSij + 1
2
∂i (∂iξj + ∂jξi) +
1
3
∂i∂kξ
k δij
Imposons maintenant que la condition (B.2) soit satisfaite dans le nouveau syste`me de coor-
donne´es, ∂iS ′ij = 0, de telle sorte que
0 = ∂iSij +
1
2
∂i (∂iξj + ∂jξi) +
1
3
∂i∂kξ
k δij
0 = ∂iSij − 1
2
−→∇2ξj + 1
2
∂j∂
iξi − 1
3
[
∂i (−δij)
]︸ ︷︷ ︸
∂j
∂kξ
k
0 = ∂iSij − 1
2
−→∇2ξj + 1
2
∂j∂iξ
i − 1
3
∂j∂iξ
i
0 = ∂iSij − 1
2
−→∇2ξj + 1
6
∂j∂iξ
i.
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Nous de´duisons finalement qu’il suffit d’imposer
−→∇2ξj − 1
3
∂j
(
∂iξ
i
)
= 2 ∂iSij, (B.3)
pour pouvoir de´terminer les trois ξj , a` condition d’imposer des conditions aux limites appro-
prie´es.
B.2 Fixation de ξ0
A pre´sent, de´terminons comment fixer ξ0 pour rendre le vecteur de perturbation transverse
∂iωi = 0, (B.4)
dans le nouveau syste`me de coordonne´es.
D’apre`s (A.2) nous de´duisons que
ωi −→ ωi + c (∂0ξi + ∂iξ0)
=⇒ ∂iωi −→ ∂iωi + c
(
∂0∂
iξi + ∂i∂
iξ0
)
=⇒ ∂iωi −→ ∂iωi + c ∂0∂iξi − c−→∇2ξ0
Dans le but de satisfaire (B.4) dans le nouveau syste`me de coordonne´es, ∂iω ′i = 0, imposons que
∂iωi + c ∂0∂
iξi − c−→∇2ξ0 = 0,
ce qui conduit finalement a` la relation
−→∇2ξ0 = 1
c
∂iωi + ∂0
(
∂iξi
)
. (B.5)
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Chapitre C
Termes correctifs a` l’ordre 2 du tenseur
d’Einstein
C.1 Introduction
A l’ordre 2 de perturbation, le tenseur d’Einstein a e´te´ mis sous la forme
G
(1)
0σ +W
(2)
0σ = 0. (C.1)
Dans ce qui sui nous allons appliquer les conditions de nullite´ de la trace spatiale et les compo-
santes ”spatiales” de la jauge harmonique ∂0h
0
i + ∂jh
j
i = ∂ih/2
h = h00 = h00 = h
0
0
(C.2)
ou de fac¸on e´quivalente
∂0h
0
i + ∂jh
j
i = ∂ih
00/2, (C.3)
aux termesW (2)0σ d’ordre 2 du tenseur d’Einstein (C.1) dans le but d’apporter des corrections aux
e´quations de Maxwell ∂µFµσ = 0.
C.2 De´finition des termes de W (2)0σ
Pour proce´der par e´tapes, re´e´crivons les huit termes constituantW (2)0σ de (4.120), sous forme
W
(2)
0σ = W1 +W2 +W3 +W4 +W5 +W6 +W7 +W8 (C.4)
ou`
W1 = −1
2
hµρ
(
∂ρ∂0hσµ − ∂ρ∂µh0σ − ∂σ∂0hρµ + ∂σ∂µh0ρ
)
, (C.5)
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W2 = −1
2
η0σ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
, (C.6)
W3 = −1
2
h0σ
(
∂ρ∂αh
ρα − ✷h
)
, (C.7)
W4 = −1
2
(
∂µhα0 − ∂αhµ0
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
, (C.8)
W5 = −1
2
η0σ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
, (C.9)
W6 = −1
4
(∂0h
µ
α) ∂σh
α
µ, (C.10)
W7 =
1
4
η0σ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
, (C.11)
W8 =
1
2
(
∂0h
α
σ + ∂σh
α
0 − ∂αh0σ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
. (C.12)
C.3 Application des conditions utilise´es dans l’approche revi-
site´e de la Gravite´ Line´aire pour les termes de W (2)0σ
En adoptant les conditions (C.2), le premier terme de l’e´quation (C.1) se met sous la forme
G
(1)
0σ =
q
2mc
∂µFµσ. (C.13)
Nous allons appliquer les deux conditions pre´ce´dentes pour simplifier chaque un des huit termes
(C.5) a` (C.12).
C.3.1 W1
Le premier terme est donne´ par
W1 = −1
2
hµρ
(
∂ρ∂0hσµ − ∂ρ∂µh0σ − ∂σ∂0hρµ + ∂σ∂µh0ρ
)
.
En effectuant une sommation sur les indices muets µ et ρ, nous avons
W1 = −1
2
h00
(
∂0∂0hσ0 − ∂0∂0h0σ − ∂σ∂0h00 + ∂σ∂0h00
)
−1
2
hij
(
∂j∂0hσi − ∂j∂ih0σ − ∂σ∂0hji + ∂σ∂ih0j
)
−1
2
h0i
[(
∂i∂0hσ0 − ∂i∂0h0σ − ∂σ∂0hi0 + ∂σ∂0h0i
)
+
(
∂0∂0hσi − ∂0∂ih0σ − ∂σ∂0h0i + ∂σ∂ih00
)]
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Le premier terme (quand (ρ, µ) = (0, 0)) est nul, alors que le troisie`me terme (quand (ρ, µ) =
(0, i) et (ρ, µ) = (i, 0)) comporte quelques simplifications
W1 = −1
2
hij
(
∂j∂0hσi − ∂j∂ih0σ − ∂σ∂0hji + ∂σ∂ih0j
)
−1
2
h0i
(
∂σ∂ih00 − ∂σ∂0h0i − ∂i∂0h0σ + ∂0∂0hσi
)
de telle sorte a` aboutir a`
W1 = −1
2
hij
[
∂j (∂0hσi − ∂ih0σ)− ∂σ (∂0hji + ∂ih0j)
]
−1
2
h0i
[
∂σ
(
∂ih00 − ∂0h0i
)− ∂0 (∂ih0σ + ∂0hσi) ].
Or d’apre`s (C.3) nous aboutissons finalement a` l’expression
W1 = −1
2
hij
[
∂j (∂0hσi − ∂ih0σ)− ∂σ (∂0hji + ∂ih0j)
]
−1
2
h0i
[
∂σ
(
∂ih00/2 + ∂jh
j
i
)− ∂0 (∂ih0σ + ∂0hσi) ]. (C.14)
C.3.2 W2
Le deuxie`me terme est donne´ par
W2 = −1
2
η0σ hαβ
(
✷hαβ − ∂ρ∂αhρβ − ∂β∂ρhρα + ∂β∂αh
)
.
En effectuant une sommation sur les indices muets α et β, nous avons
W2 = −1
2
η0σ
[
h00
(
✷h00 − ∂ρ∂0hρ0 − ∂0∂ρhρ0 + ∂0∂0h
)
+hij
(
✷hij − ∂ρ∂ihρj − ∂j∂ρhρi + ∂j∂ih
)
+h0i
(
✷h0i − ∂ρ∂0hρi − ∂i∂ρhρ0 + ∂i∂0h
)
+hi0
(
✷hi0 − ∂ρ∂ihρ0 − ∂0∂ρhρi + ∂0∂ih
)]
W2 = −1
2
η0σ
{
h00
[
✷h00 − 2 ∂0 (∂ρhρ0)+ ∂0∂0h]
+hij
[
✷hij − ∂i (∂ρhρj)− ∂j (∂ρhρi)+ ∂j∂ih]
+2 h0i
[
✷h0i − ∂0 (∂ρhρi)− ∂i (∂ρhρ0)+ ∂i∂0h]}
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Or en utilisant les conditions (C.3) nous avons
W2 = −1
2
η0σ
{
h00
[
✷h00 − 2 ∂0 (∂ρhρ0)+ ∂0∂0h00]
+hij
[
✷hij − ∂i (∂jh00/2)− ∂j (∂ih00/2)+ ∂j∂ih00]
+2 h0i
[
✷h0i − ∂0 (∂ih00/2)− ∂i (∂ρhρ0)+ ∂i∂0h00]}
ou encore finalement
W2 = −1
2
η0σ
{
h00
[
✷h00 − 2 ∂0 (∂ρhρ0)+ ∂0∂0h00]+ hij ✷hij
+2 h0i
[
✷h0i + ∂0
(
∂ih00/2
)− ∂i (∂ρhρ0) ]}. (C.15)
Attirons l’attention sur le fait que si on utilise de plus la composante temporelle de la jauge
harmonique ∂ρhρ0 = ∂0h/2 = ∂0h00/2, dans ce cas (C.15) se met sous la forme
W2 = −1
2
η0σ
{
h00
[
✷h00 − 2 ∂0 (∂0h00/2)+ ∂0∂0h00]+ hij ✷hij
+2 h0i
[
✷h0i + ∂0
(
∂ih00/2
)− ∂i (∂0h00/2) ]},
ou finalement
W2 = −1
2
η0σ
(
h00✷h
00 + hij ✷h
ij + 2 h0i✷h
0i
)
. (C.16)
C.3.3 W3
Le troisie`me terme est donne´ par
W3 = −1
2
h0σ
(
∂ρ∂αh
ρα − ✷h
)
.
En effectuant une sommation sur les indices muets ρ et α, nous avons
W3 = −1
2
h0σ
[(
∂0∂0h
00 + 2 ∂0∂ih
0i + ∂i∂jh
ij
)
−✷h
]
La combinaison du premier et quatrie`me terme, d’une part, et du deuxie`me et troisie`me terme,
d’autre part, permet d’avoir
W3 = −1
2
h0σ
[ (
∂0∂0h
00 −✷h) + 2 ∂i (∂0h0i + ∂jhij) ]
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En utilisant les conditions (C.3) l’expression pre´ce´dente devient
W3 = −1
2
h0σ
[−→∇2h00 + 2 ∂i (∂ih00/2) ] = −1
2
h0σ
[−→∇2h00 + ∂i(ηij∂j︸ ︷︷ ︸
−δij∂i∂j
)h00
]
pour donner lieu finalement a`
W3 = 0. (C.17)
C.3.4 W4
Le quatrie`me terme est donne´ par
W4 = −1
2
(
∂µhα0 − ∂αhµ0
)(
∂µh
α
σ +
1
2
∂σh
α
µ
)
.
En effectuant une sommation sur les indices muets µ et α, nous avons
W4 = −1
2
[(
∂0h00 − ∂0h00
)(
∂0h
0
σ +
1
2
∂σh
0
0
)
+
(
∂ihj0 − ∂jhi0
)(
∂ih
j
σ +
1
2
∂σh
j
i
)
+
(
∂0hi0 − ∂ih00
)(
∂0h
i
σ +
1
2
∂σh
i
0
)
+
(
∂ih00 − ∂0hi0
)(
∂ih
0
σ +
1
2
∂σh
0
i
)]
Le premier terme s’annule, alors que le troisie`me et quatrie`me terme comportent un terme en
facteur
W4 = −1
2
{(
∂ihj0 − ∂jhi0
)(
∂ih
j
σ +
1
2
∂σh
j
i
)
+
(
∂0hi0 − ∂ih00
)[(
∂0h
i
σ +
1
2
∂σh
i
0
)
−
(
∂ih0σ +
1
2
∂σh
0i
)]}
ce qui permet d’avoir
W4 = −1
2
[(
∂ihj0 − ∂jhi0
)(
∂ih
j
σ +
1
2
∂σh
j
i
)
+
(
∂0hi0 − ∂ih00
)(
∂0h
i
σ − ∂ih0σ
)]
.
En utilisant les conditions (C.3) l’expression pre´ce´dente devient finalement
W4 = −1
2
[(
∂ihj0 − ∂jhi0
)(
∂ih
j
σ +
1
2
∂σh
j
i
)
−
(
∂ih
0
0/2 + ∂jh
j
i
)(
∂0h
i
σ − ∂ih0σ
)]
. (C.18)
C.3.5 W5
Le cinquie`me terme est donne´ par
W5 = −1
2
η0σ
(
∂µhαµ −
1
2
∂αh
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
.
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En effectuant une sommation sur l’indice muet µ
W5 = −1
2
η0σ
[(
∂0hα0 + ∂
ihαi −
1
2
∂αh
)(
∂0h
0
α + ∂jh
j
α −
1
2
∂αh
)]
et ensuite sur l’indice muet α
W5 = −1
2
η0σ
[(
∂0h00 + ∂
ih0i − ∂0h/2
)(
∂0h
0
0 + ∂jh
j
0 − ∂0h/2
)
+
(
∂0hk0 + ∂
ihki − ∂kh/2
)(
∂0h
0
k + ∂jh
j
k − ∂kh/2
)]
.
En utilisant les conditions (C.3) l’expression pre´ce´dente devient
W5 = −1
2
η0σ
[(
∂0h00/2 + ∂
ih0i
)(
∂0h
0
0/2 + ∂jh
j
0
)
+
(
∂0hk0 − ∂0hk0
)(
∂0h
0
k − ∂0h0k
)]
.
ou encore finalement
W5 = −1
2
η0σ
[(
∂0h00/2 + ∂
ih0i
)(
∂0h
0
0/2 + ∂jh
j
0
)]
= −1
2
η0σ
(
∂0h00/2 + ∂
ih0i
)2
. (C.19)
Attirons l’attention sur le fait que si on utilise de plus la composante temporelle de la jauge
harmonique ∂0h00 + ∂ihi0 = ∂0h00/2, ou de fac¸on e´quivalente ∂ihi0 = −∂0h00/2, l’expression
(C.19) s’annule
W5 = 0. (C.20)
C.3.6 W6
Le sixie`me terme est donne´ par
W6 = −1
4
(∂0h
µ
α) ∂σh
α
µ.
En effectuant une sommation sue les indices muets µ et α, nous avons
W6 = −1
4
[ (
∂0h
0
0
)
∂σh
0
0 +
(
∂0h
i
j
)
∂σh
j
i +
(
∂0h
0
i
)
∂σh
i
0 + (∂0h
i
0)∂σh
0
i︸ ︷︷ ︸
(∂0h0i )∂σhi0
]
Le troisie`me et quatrie`me terme se combinent, pour donner
W6 = −1
4
[ (
∂0h
0
0
)
∂σh
0
0 +
(
∂0h
i
j
)
∂σh
j
i + 2
(
∂0h
0
i
)
∂σh
i
0
]
.
En utilisant les conditions (C.3) l’expression pre´ce´dente devient finalement
W6 = −1
4
[ (
∂0h
0
0
)
∂σh
0
0 +
(
∂0h
i
j
)
∂σh
j
i + 2
(
∂ih
0
0/2− ∂jhji
)
∂σh
i
0
]
. (C.21)
Dans le cas ou` on utilise la composante temporelle de la jauge harmonique ∂ihi0 = −∂0h00/2,
l’expression (C.21) devient finalement
W6 = −1
4
[ (−2 ∂ihi0) ∂σh00 + (∂0hij) ∂σhji + (∂ih00 − 2 ∂jhji) ∂σhi0]. (C.22)
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C.3.7 W7
Le septie`me terme est donne´ par
W7 =
1
4
η0σ
(
∂µh
αβ
) [(
∂αh
µ
β
)− 3
2
(∂µhαβ)
]
.
La sommation sur l’indice muet µ permet d’avoir
W7 =
1
4
η0σ
{(
∂0h
αβ
) [(
∂αh
0
β
)− 3
2
(
∂0hαβ
)]
+
(
∂ih
αβ
) [(
∂αh
i
β
)− 3
2
(
∂ihαβ
)]}
alors que la sommation sur les indices muets α et β donne
W7 =
1
4
η0σ
{(
∂0h
00
) [(
∂0h
0
0
)− 3
2
(
∂0h00
)]
+
(
∂0h
ks
) [(
∂kh
0
s
)− 3
2
(
∂0hks
)]
+
(
∂0h
k0
) [(
∂kh
0
0
)− 3
2
(
∂0hk0
)]
+
(
∂0h
0k
) [(
∂0h
0
k
)− 3
2
(
∂0h0k
)]}
+
1
4
η0σ
{(
∂ih
00
) [(
∂0h
i
0
)− 3
2
(
∂ih00
)]
+
(
∂ih
ks
) [(
∂kh
i
s
)− 3
2
(
∂ihks
)]
+
(
∂ih
k0
) [(
∂kh
i
0
)− 3
2
(
∂ihk0
)]
+
(
∂ih
0k
) [(
∂0h
i
k
)− 3
2
(
∂ih0k
)]}
W7 =
1
4
η0σ
{
− 1
2
(
∂0h
00
)2
+
(
∂0h
ks
) [(
∂kh
0
s
)− 3
2
(
∂0hks
)]
+
(
∂0h
k0
) [(
∂kh
0
0
)
+
(
∂0h
0
k
)− 3 (∂0hk0)]
}
+
1
4
η0σ
{(
∂ih
00
) [
(∂0h
i
0)−
3
2
(
∂ih00
)]
+
(
∂ih
ks
) [(
∂kh
i
s
)− 3
2
(
∂ihks
)]
+
(
∂ih
k0
) [ (
∂kh
i
0
)
+
(
∂0h
i
k
)− 3 (∂ih0k) ]
}
.
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ou encore
W7 =
1
4
η0σ
{
− 1
2
(
∂0h
00
)2
+
(
∂0h
ks
) [(
∂kh
0
s
)− 3
2
(
∂0hks
)]
+
(
∂0h
k0
) [(
∂kh
0
0
)− 2 (∂0hk0) ]
}
+
1
4
η0σ
{(
∂ih
00
) [
(∂0h
i
0)−
3
2
(
∂ih00
)]
+
(
∂ih
ks
) [(
∂kh
i
s
)− 3
2
(
∂ihks
)]
+
(
∂ih
k0
) [ (
∂kh
i
0
)
+
(
∂0h
i
k
)− 3 (∂ih0k) ]
}
.
En utilisant les conditions (C.3) l’expression pre´ce´dente devient finalement
W7 =
1
4
η0σ
{
− 1
2
(
∂0h
00
)2
+
(
∂0h
ks
) [(
∂kh
0
s
)− 3
2
(
∂0hks
)]
+
(
∂0h
k0
) [
2 ∂ih
i
k
]}
+
1
4
η0σ
{(
∂ih
00
) [−∂ih00 − ∂jhji]+ (∂ihks) [(∂khis)− 32 (∂ihks)
]
+
(
∂ih
k0
) [ (
∂kh
i
0
)
+
(
∂0h
i
k
)− 3 (∂ih0k) ]
}
. (C.23)
C.3.8 W8
Le huitie`me terme est donne´ par
W8 =
1
2
(
∂0h
α
σ + ∂σh
α
0 − ∂αh0σ
)(
∂µh
µ
α −
1
2
∂αh
)
.
En effectuant une sommation sur l’indice muet α
W8 =
1
2
(
∂0h
0
σ + ∂σh
0
0 − ∂0h0σ
)(
∂µh
µ
0 −
1
2
∂0h
)
+
1
2
(
∂0h
i
σ + ∂σh
i
0 − ∂ih0σ
)(
∂µh
µ
i −
1
2
∂ih
)
ensuite sur l’indice muet µ, nous avons
W8 =
1
2
(
∂0h
0
σ + ∂σh
0
0 − ∂0h0σ
)(
∂0h
0
0 + ∂jh
j
0 −
1
2
∂0h
)
+
1
2
(
∂0h
i
σ + ∂σh
i
0 − ∂ih0σ
)(
∂0h
0
i + ∂jh
j
i −
1
2
∂ih
)
.
En utilisant les conditions (C.3) l’expression pre´ce´dente devient finalement
W8 =
1
2
(
∂0h
0
σ + ∂σh
0
0 − ∂0h0σ
)(
∂0h
0
0 + ∂jh
j
0 −
1
2
∂0h
00
)
.
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Dans le cas ou` on utilise la composante temporelle de la jauge harmonique ∂jhj0 = −∂0h00/2,
l’expression (C.24) s’annule
W8 = 0. (C.24)
C.3.9 W (2)0σ
En utilisant les conditions (C.3) les termes correctifs a` l’ordre 2 du tenseur d’EinsteinW (2)0σ ,
d’apre`s (C.14), (C.15), (C.17), (C.18), (C.19), (C.21), (C.23) et (C.24) sont donne´s finalement
par
W
(2)
0σ = −
1
2
hij
[
∂j (∂0hσi − ∂ih0σ)− ∂σ (∂0hji + ∂ih0j)
]
−1
2
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[
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(
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j
i
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−1
2
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{
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]
+
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(
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+
(
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) [(
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(
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i
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+
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(
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0
σ + ∂σh
0
0 − ∂0h0σ
)(
∂0h
0
0 + ∂jh
j
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1
2
∂0h
00
)
. (C.25)
Si de plus, nous utilisons la composante temporelle de la jauge harmonique ∂jhj0 = −∂0h00/2,
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l’expression pre´ce´dente devient
W
(2)
0σ = −
1
2
hij
[
∂j (∂0hσi − ∂ih0σ)− ∂σ (∂0hji + ∂ih0j)
]
−1
2
h0i
[
∂σ
(
∂ih00/2 + ∂jh
j
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−1
2
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(
h00✷h
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0
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)(
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i
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(
∂ih
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) [ (
∂kh
i
0
)
+
(
∂0h
i
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)− 3 (∂ih0k) ]
}
. (C.26)
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